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有 限 元 方法 是 近 一 二 十 年 来 发 展 起 来 的 重要 方法 。 近年 来 ， 
有 限 元 方法 除了 传统 的 协调 元 方法 以 外 ,还 发 展 到 非 协 调 元 、 杂 交 
元 、 混 合 元 和 拟 协调 元 方法 . 本 书 介 绍 有 限 元 的 数学 理论 ， 它 在 
拟 协调 元 方法 的 基础 上 将 上 述 有 限 元 方法 统一 到 多 变量 有 限 元 理 
论 中 ， 此 外 利用 我 们 提出 的 多 变量 有 限 元 的 逼近 性 、 弦 闭 性 ,嵌入 
性 和 紧 致 性 ， 统 一 地 证 明 .上 述 各 种 单元 的 收敛 性 ， 给 出 了 构造 有 
效 单元 的 方法 ， 

有 限 元 方法 在 工程 技术 中 有 着 广泛 的 应 用 ,但 有 限 元 数学 理 
论 是 以 Sobolev 空间 理论 为 基础 的 ， 许 多 工程 技术 人 员 由 于 不 懂 
泛 函 分 析 等 数学 基础 知识 ， 无 法 了 解 有 限 元 数学 理论 的 现状 。 为 
了 使 广大 的 非 数学 工作 者 能 够 了 解 有 限 元 方法 的 数学 基础 ， 本 书 
的 第 一 部 分 介绍 有 关 的 基础 知识 和 有 限 元 理论 的 直观 背景 ， 与 传 
统 的 数学 书 不 同 ， 第 一 部 分 不 强调 推理 的 严格 性 而 采用 直观 性 推 
理 方法 .对 每 个 定理 先 根据 物理 的 直观 背景 ,并 利用 几何 类 比 或 代 
数 类 比 使 读者 猜 出 这 个 定理 的 结论 ， 然 后 力求 用 形象 的 方法 使 读 
者 对 这 个 定理 的 正确 性 有 深刻 的 理解 。 此 外 还 介绍 了 数学 思想 的 
发 展 过 程 ， 从 科学 史 的 观点 论述 一 些 基本 思想 如 何 影 响 到 有 限 元 
数学 理论 的 发 展 。 

第 二 部 分 介绍 有 限 元 空间 的 构造 方法 有 限 元 的 基本 假设 、, 建 
立 在 这 些 假 设 基础 上 的 有 限 元 空间 的 基本 性 质 及 其 应 用 ， 以 及 线 
性 微分 方程 的 有 限 元 收 合 性 。 还 结合 拟 协 调 元 技巧 给 出 有 限 元 空 
间 的 构造 方法 ,这 一 方法 包括 了 协调 元 和 非 协调 元 方 靶 ,它们 之 间 
有 本 质 的 区 别 : 不 要 求 导数 关系 在 单元 上 点 点 成 立 ， 只 是 在 弱 形 
式 下 的 近似 成 立 . 对 于 这 样 的 有 限 元 空间 ,详细 地 讨论 了 它们 的 还 
近 性 、 弱 闭 性 \ 岩 人 性 和 紧 致 性 等 性 质 。 这 些 性 质 在 微分 方程 的 有 
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限 元 方法 收敛 性 讨论 中 ,起 着 决定 性 的 作用 .我 们 把 保证 这 些 性 质 
成 立 的 条 件 归结 为 有 限 元 的 仿 射 连续 性 、 尺 度 不 变性 、 弱 连续 性 、 
逼近 性 .单元 秩 条 件 和 强 Е-Е 检验 的 假定 。 这 些 假定 易于 验证 ， 
适用 范围 广泛 ,而 且 具 有 力学 意义 。 

由 于 本 书 在 编写 方法 上 与 其 它 书 不 同 , 加 之 我 们 的 学 识 有 限 ， 
难免 到 错误 和 不 当 之 处 , 获 请 读者 批评 指正 

在 本 书 的 写作 过 程 中 ,作者 得 到 了 唐 立 民 教 授 、 钱 伟 长 教授 、 
证 学 瑛 教授 的 热情 支持 ,应 隆安 教授 细致 地 审阅 了 本 书 ,并 提出 了 
不 少 富有 建设 性 的 意见 ,在 此 对 他 们 表示 吏 心 的 感谢 。 

作 者 
1991 年 于 北京 
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第 一 章 “” 变 分 原理 与 变 分 法 
$1.1 变 分 法 的 起 源 和 例子 


从 自然 科学 史 来 看 ,古人 对 自然 规律 的 一 个 重要 观点 就 是 ,大 
自然 不 做 多 余 的 事情 ,总 是 以 数学 上 可 能 最 好 的 方式 安排 一 切 . 例 
如 , 光 的 传播 路 径 是 直线 ,而 两 点 之 间 的 距离 以 直线 为 最 短 ， 所 以 
光线 走 的 是 最 短路 径 。 早 在 Euclid 时 代 就 已 经 知道 ， 在 光线 反 
射 时 ,人 射 角 等 于 反射 角 ; 亚历山大 城 的 数学 家 Heron 证 明了 光 
线 实际 取 的 路 径 仍 是 所 有 可 能 路 径 中 最 短 的 路 全。 例如 光线 从 4 
点 出 发 遇 到 平面 CE 而 反射 到 B 点 ,; 则 一 4CD 一 LBCD, 如 果 
在 СЕ 平面 上 任 取 一 点 五 ,容易 证 明 AE+ BE > AC + ВС, 
此 光线 在 反射 时 走 的 路 径 是 所 有 可 能 路 径 中 最 短 的 路 径 。 根 据 这 
一 点 ,以 及 哲学 和 美学 上 的 考虑 , 便 有 人 认为 大 自然 总 是 以 可 能 最 
好 的 方式 作出 安排 ， 这 个 观点 为 许多 科学 家 和 哲学 家 所 接受 。 后 
来 人 们 又 发 现 了 光 的 折射 现象 ， 从 介质 1 的 4 点 到 介质 I 的 B 
点 ， 光 线 走 的 不 是 最 短 距离 《图 1.1.2)， 这 些 科学 家 和 哲学 家 们 
的 信仰 发 生 了 动摇 。 而 著名 数学 家 Fermat 怀疑 折射 定律 是 否 
正确 。 后 来 他 发 现 ,由 于 工 和 H 是 不 同 介质 ， 光 线 的 传播 速度 不 


同 , 从 4 到 8 经 过 C 点 ,虽然 并 非 最短 距 离 ， 但 时 间 却 最 短 。 对 均 
匀 介 质 速度 不 变 , 最 短 时 间 与 最 短 距 离 是 一 致 的 ， 但 若 速 度 不 同 ， 
两 者 就 不 一 样 了 .比如 从 4 到 C 是 步行 ,但 C 处 有 汽车 ;从 C 到 8 
乘 车 ,这 样 花费 的 时 间 比 从 4 直线 步行 到 8 花费 的 时 间 还 要 少 . 因 
此 Fermat 提出 最 小 时 间 原 理 ， 即 在 从 4 到 8B 的 所 有 可 能 的 途径 
中 ,光线 的 实际 途径 是 花费 时 间 最 短 的 途径 。Fermat 不 仅 利用 这 
个 原理 推出 了 光 的 折射 定律 ， 而 且 还 利用 这 个 原理 解释 了 在 均匀 
介质 中 光 的 传播 和 反射 ，Huygens 把 这 个 原理 推广 到 具有 变 折射 
率 的 介质 上 。 后 来 Bernoulli, Euler 和 Lagrange 创立 变 分 法 , 指 
出 从 变 分 原理 可 以 推出 Newton HÆ. Maupertuis 积极 鼓吹 最 
小 作用 量 原理 ,认为 它 是 字 宙 的 普遍 原理 , 以 后 Hamilton 提出 著 
名 的 Hamilton Ж: ” 设 T 是 体系 的 动能 ，U 是 体系 的 势能 ， 
L= T — U 是 体系 的 Lagrange ЩЖ, MMAR Z 到 时 刻 的 


真实 运动 使 积分 J = Ldt 取 最 小 值 。 Helmholtz 把 这 个 原理 


应 用 于 一 系列 非 力学 过 程 。 热 传 时 理论 、 电 动力 学 .量子 力学 . 广 
义 相对 论 和 量子 场 论 都 可 以 广泛 应 用 这 个 原理 . 

前 面 说 过 , 变 分 原理 是 字 宙 的 基本 原理 之 一 ,有 限 元 方法 也 是 
这 个 原理 的 产物 。 在 叙述 变 分 原理 之 前 ， 我 们 先 扼 要 介绍 一 下 变 
分 法 的 基本 知识 。 所 谓 变 分 法 就 是 寻求 证 函 极 值 的 一 门 学 问 。 为 
了 便于 理解 变 分 问题 ,我 们 从 历史 上 有 名 的 几 个 问题 讲 起 ， 


1. 最 可 降 线 问题 


这 个 间 题 是 John Bernoulli 向 其 它 数学 家 挑战 时 提出 的 . 假 
设 B 点 不 在 4 点 的 垂直 下 方 ,在 从 4 到 8B 的 所 有 曲线 中 ,选择 一 条 
曲线 ,使 得 一 质点 沿 这 条 曲线 从 4 点 滑 到 中 点 所 用 时 间 最 短 ,这 里 
摩擦 和 空气 阻力 都 忽略 不 计 ， 从 4 到 8 当然 直线 距离 最 短 ， 但 速 
度 未 必 最 大 ,因此 时 间 未 必 最 短 。 质点 从 4 到 Р, 势能 减少 тшу, 


而 获得 动能 ; тә? QE HL 8 pJ 3k 2058), z 是 质点 在 己 点 时 的 


° 2 ° 


速度 。 由 能 量 守恒 定律 ，v 一 V28y, 于 是 ， 


Ф. 一 V 2gy， 
di 
Jkjdk y Æ PARA 坐标 . А 
显然 Р 
а= -Z 
20у 
= vVity’? dz, Р(х,у) 
2gy 
这 里 用 到 в 
ds = Уау + (ауу — > 
=. Vit y dx, 图 1.1.3 


从 4 到 8 积分 , 设 总 降落 时 间 为 工 , АП 


T= [de= N [He 
0 0 20у 
Жш ж ВАА НАЙК, 最 速 降 线 问题 为 ， 在 满足 y(0)= 0, 
у(х) = у, HAR у(х) н, А у(х), (Е 
Ју) = r | 十 gy (1.1.1) 
0 2gy 
取 最 小 值 。 注意 在 (1.1.1) 中 ,给 定 一 个 y(x) ,就 有 一 个 J 的 数值 
与 之 对 应 ,所 以 J 可 以 看 成 是 曲线 yx) 的 函数 .这 里 自 变 量 是 函数 
或 者 说 是 曲线 ,这样 的 函数 JO) WEGA. ZAMARA. E 
的 自 变 量 是 函数 而 不 是 数 ， 它 和 复合 函数 也 不 同 。 设 
у = f(g(z2)), 
?是 & 的 函数 ，8 是 2x 的 函数 ， 从 而 ?是 zx 的 函数 ， 即 y E — 
个 复合 函数 。 但 是 在 JO) 中 把 ?看 成 一 个 整体 ，J(y) RE y 
的 函数 ,而 不 是 z 的 函数 ,只 有 给 定 уб) 才 有 一 个 JG) 与 它 对 
应 ,给 定 * 的 一 个 值 ,无 法 确定 ,y 的 相应 值 ,这 样 的 项 数 岂 做 泛 函 。 
而 最 速 降 线 问 题 就 是 求 形 如 (1.1.1) ZAER 


y(0) = 0, убх) = y, 
下 的 极 小 值 ,这 样 的 问题 就 是 变 分 法 所 要 研究 的 问题 ， 


2. 短程 线 问题 


所 谓 短程 线 就 是 从 一 点 到 另 一 点 的 距离 最 短 的 线 。 显 然 平面 
上 的 短程 线 就 是 直线 ,而 曲面 上 的 短程 线 则 可 能 基 曲 线 , 例 如 球面 
上 的 短程 线 是 过 球 心 的 大 圆 , 柱 面 上 的 短程 线 是 螺旋 线 , 植 物 朴 蔓 
就 是 仪 的 短程 线 。 一 般 地 说 ,如 果 曲 面 能 象 柱 面 一 样 展 成 平面 , 那 
么 在 展开 曲面 上 为 直线 的 那些 点 就 构成 曲面 上 的 短程 线 . 由 于 多 
数 曲 面 不 能 展 成 平面 ， 所 以 求 任意 曲面 的 短程 线 并 非 是 一 个 简单 
的 问题 设 4 和 3 是 曲面 p(x,y,z) 一 0 上 给 定 的 两 点 , 过 4 和 
8 两 点 的 短程 线 就 是 连结 4 和 8B 两 点 距离 最 短 的 线 ， 设 4 点 坐标 
为 Cx,y1,21)， B 点 坐标 为 (х,,у›,®л), ЕШШ ф(х,у, z) = 0 L 
连结 4 和 8 的 曲线 的 方程 为 y == y(x),z = 2(х), ДА 49] B 的 
曲线 的 长 度 为 


L= N М1 ЕУ + лах. (11.2) 


短程 线 问 题 可 以 叙述 为 : 在 一 切 满足 条 件 
~ gplx,y(s) ,zx)) = 0, 
у(х) = yi, убо) = y>, (1.1.3) 
(ху) = z, Zz(x,) == z, 
的 函数 у = у(х), z= z(x) 中 选取 一 对 у = у(х), z = z(x)， 
使 乙 最 小 。 
在 (1.1.2) 中 工 是 y(x) 和 z(x) 的 浮 数 ,所 以 工 也 是 一 个 泛 
РЁ ,短程 线 问 题 就 是 在 条 件 《1.1.3) FREA LARME, XER 
问题 也 属于 变 分 法 的 研究 范围 。 
短程 线 问 题 不 仅 有 重要 的 几何 意义 ,也 有 重要 的 物理 音义 . 光 
线 在 均匀 介质 中 走 的 是 短程 线 ， 不 受 外 力作 用 的 物体 走 的 也 是 短 
程 线 ,也 就 是 直线 .但 在 Einstein 的 广义 相对 论 中 ,时间 和 空间 联 
系 在 一 起 ,并 且 是 有 曲率 的 , 光线 走 的 是 四 维 Riemann 时 空中 的 
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短程 线 , 这 时 的 短程 线 已 不 是 一 条 直线 ,这 个 问题 也 是 一 个 变 分 法 
的 问题 . 


3. 等 周 问题 


所 谓 等 贿 问 题 就 是 在 长 度 一 定 的 闭 曲 线 中 ， 什 么 曲线 所 围 的 
面积 最 大 。 这 个 问题 在 古 希 腊 时 代 就 知道 答案 是 个 圆 。 相 传 古 代 
有 个 叫 Dido 的 公主 ,因为 犯 了 过 失 被 贬 , 只 给 她 一 张 牛皮 大 小 的 
土地 ， 这 个 公主 把 牛皮 割 成 许多 细 条 ， 结 成 一 根 绳子 , 以 海岸 作为 
一 边 , 将 绳子 围 成 半圆 形 , 这 块 土地 就 成 了 她 的 封地 。 她 在 这 块 土 
地 上 建立 了 伽 太 基 城 。 可 见 这 个 问题 已 有 悠久 的 历史 。 这 个 问题 
的 答案 虽然 早 就 有 了 ， 然 而 求 这 类 问题 的 系统 方法 却 是 变 分 法 产 
生 以 后 的 事 。 假设 所 考虑 的 曲线 用 参数 形式 表示 : 

z= x(s), у = Уб), 
其 中 s 是 参数 . Ш х= аба), у = Xn) 是 团 线 上 一 个 给 定点 ， 
As 变化 时 点 (x,y) 沿 着 曲线 移动 ,由 于 曲线 是 封闭 的 ， 必 存在 
一 人 s, 使 点 x, = rla), у = y(s) 5 (х,у) 重合 ， 因 此 曲线 


周 长 可 表示 成 | 
АЕ 
这 条 曲线 所 围 成 的 面积 为 


R= || ау, 
0 


其 中 9 是 这 条 曲线 所 围 成 的 区 域 。 在 Green 公式 
90 _ ӦР\ y = (7 | 
|1. о )а ду | Рах + 945 


дх (zy, 


一 了 o= 
中 取 P 7» 0 >, M 


д0 ôP, 
Ox Oy 


多 


1 (r):y>) 
R = (| azas = — | хау — ух, 
0 


2 (13) 
从 而 
R= 1 |, Cay C) — yx (sas, (1.1.4) 
等 周 问题 就 是 在 条 件 
абя) = xla), УС) = y(s), 
5) б dx 2 dy 2 a 
ЕЕЕ (01.1.5) 


下 求 落 函 及 的 极 值 , 这 也 是 变 分 法 讨论 的 问题 
4. Fermat 原理 | 


Fermat 原理 指出 : 光 通 过 介质 的 路 径 ， 与 其 他 假想 路 径 相 
比 ,所 需 的 时 间 为 最 小 值 。 以 二 维 空间 为 例 ， 设 介质 的 折射 率 为 


akxsy)， 而 光线 通过 介质 的 速度 (х,у) = ， 其 中 c 是 真 


u(x ,7) 


空中 光速 ,是 一 个 常数 ， 从 原点 (0, 0) 到 (x, у) 所 需 时 间 为 
i ds 1 {з — 
т- | к! ulr, y) V1 О GO dz, (1.1.6) 


ор 


其 中 y 一 y(x) 为 光线 通过 的 
路 径 ，! 是 路 径 的 长 度 ，Fer- 
mat MEREK y= y(x) 使 
ЕЙ (1.1.6) 取 极 小 值 。 
1 = l j 

取 P n(x,y) zg ™ 
Fermat 原理 与 最 速 降 线 问题 
等 价 。 | 
图 1.1.4 根据 Snell Ж 


. 多 
sin Y v? 


о, 是 光 在 第 i 个 介质 中 的 速度 。 取 第 一 介质 为 真空 ， 二 一 а, и 
是 折射 率 , 据 此 可 用 作 图 方法 做 出 最 速 降 线 ， 


$1.2 变 分 问题 的 解法 ，Euler 方程 


现在 我 们 考虑 如 下 的 问题 ; 在 满足 条 件 


у(х) = y, y(x,) = y; (1.2.1) 
的 函数 中 求 函数 у (х) EZA 
JQ) 一 F(xz,y,y)dxz (12.2) 


取 极 值 ,我 们 的 目的 是 对 这 类 问题 给 出 一 个 一 般 的 解法 。 这 是 一 
个 求 泛 函 极 值 的 问题 ,我 们 是 不 会 解 的 ,但 是 对 普通 函数 求 极 值 已 
有 了 一 套 成 熟 的 方法 。 因 此 我 们 试图 把 不 会 解 的 问题 转化 成 会 解 
的 问题 ,也 就 是 把 求 泛 函 的 极 值 转化 成 求 普通 函数 的 极 值 。 为 此 
我 们 假设 у(х) 是 要 求 的 解 ，8y(w) 满足 条 件 
бубху) 一 бубх,) = 0, 
则 yC) 一 у.а) tesy (z) 满足 条 件 (1.2.1), 将 yG) RA (1.2.2) 
就 有 
J(y(z)) = Ñ Е(х,у,(х) + eyla), yal) 十 s6yCz))dxr， 


(1.2.3) 
这 里 8 是 任意 实数 。 注意 在 (1.2.3) 中 y,G) 和 arl) 都 是 给 
定 的 函数 ,只 有 s 可 以 任意 变动 ,因此 JO) 实际 是 e 的 函数 ,不 
Шай П(в), WRA Me) 代替 JO), у, 代替 у, (х), ду 代 
表 öy), ду E 《8y(x)》， 则 (1.2.3) 可 以 写成 


"х 
П(е) = J : F(x, Y, + sóy,y + 88у')ах, (1.2.4) 


既然 泛 函 JO) 在 ?一 yG) 时 取 极 值 ， 那 么 相应 的 A) 当 

e 一 0 了 时 取 极 值 ШТ в ERTO, N) 是 普通 的 函数 ， 所 

以 我 们 已 经 把 求 泛 函 极 值 问题 铸 化 为 求 普通 函数 的 极 值 问题 ， 既 
7 œ 


然 当 s 一 0 时 ，H(s》 取 极 值 ,那么 由 数学 分 析 的 知识 可 知 
IP'(8)|,= = 0. 


根据 复合 函数 求 导 的 法 则 ,我 们 有 
dIe) _ Ë Е + s8y,y t 57) 
de ү ду 
‚46у + вбу) + ЕС х,у, + еду,у + 88у) 
ds ду' 
А 4Су» + ао} dx 
de 
— |” | + 88y 加 十 887 ) „ 
21 ду 
+ ӘЕСх,у, + spa + еду) И dx, 
y 


在 上 式 中 令 s 一 0， 就 有 


Aule) -f (22 ву + Е у) dz, (1.2.5) 
ds 1в=% ду ду' 
其 中 
ӨЕ _ ƏF(z,y + ssy， 加 十 6867) | 
ду ` ду 
ӨЕ _ OF(x,y+ єбу,у, + є8у) | 
ду’ ду' 5 一 0 


我 们 把 2100] шуш лу) 的 变 分 , 记 以 97， 泛 函 的 变 分 
相当 于 函数 的 导数 。 (1.2.5) 也 可 以 写成 | 
8] = |" ё Fdx = j: Е y 十 BE бу | dx, (1.2.6) 


x z; Oy 8y' 
其 中 у= yG), HT yG) 是 使 JG) 取 极 值 的 函数 ,因此 
6J 0, 
RM) 8F дЕ 
Ë [92 öy + ду °? J =0 (1.2.7) 


(1.2.7) 是 у(х) 使 JG) 取 极 值 的 必要 条 件 。 就 象 x Е Ся) 取 
极 值 的 必要 条 件 是 f(x) 一 0 一 样 。 这 个 过 程 用 图 表示 如 下 : 
y G) 是 JG) REAR ee — óJ = 0 
y = у, + g6y \ 
定义 8J = П'(0) 
ПО) = J(y, + £y) | 
в 一 0 使 I(s) 取 极 值 п'(0) = 0 
设 0 是 原来 的 问题 ,4 是 问题 的 答案 , 5S 是 解 题 过 程 ，T 是 变 
H: 0 一 0* ，7* 是 变换 : A*— А, WE 


$ 
0——--> 
| À 
T T* 
И 
5% 
0+ — ДЖ 


ВНЖ, s= T*S*T. 

例如 设 5 是 眼 、 脑 、 手 , S* 是 感受 器 ,控制 器 .效应 器 。 Т. 象 
的 重量 一 石头 重量 , 5* 是 称 石头 ，3 是 称 象 ，T*: 石头 重量 一 象 
的 重量 ,这 就 把 称 象 的 问题 变 成 称 石头 的 问题 。 这 个 原则 在 控制 
论 中 叫 共 斩 控 制 , 在 方法 论 中 叫 关系 反 演 瑞 射 原则 ， 

(127) 不 便于 应 用 ， 必 须 加 以 改变 , EARE? 我 们 有 这 样 
一 个 经 验 : “ 当 你 不 知道 下 一 步 怎么 办 时 ， 就 去 做 分 部 积分 .” 分 
部 积分 是 变换 形式 的 好 方法 ， 我 们 不 妨 试 一 下 。 将 (1.2.7) 左 端 
第 二 项 分 部 积分 就 有 


x= OF f OF OF | 
— 8у'4х= — d ëy) = —— • 8 
| By y'dx = y (8y) By У |. 


Ы 


= d {OF N d (25) 
一 | 二 | 一 5ydxr 一 一 | 工 (一 15yd 
ЈА 25055) yex n de “Әу O 


这 里 用 到 了 条 件 буба) = бубх,) = 0, ERRA (1.27) 得 到 


“= [F а [ӘЕ 
в = | [2 _ 4 (25) 5ydz = 0, 12.8 
3 ду dx Oy’ ух ( ) 


由 于 3y 是 满足 条 件 8y(aD 一 дуб.) = 0 的 任意 消 数 ,所 以 在 
区 间 为) + 


ӨЕ _ 2 
or 0 (1.2.9) 
ду dx AEN , 


这 里 最 后 一 步 用 到 所 谓 变 分 法 基本 原理 
定理 1.2.1 若 f(x) 在 [o， Б) 上 连续 ， 若 对 任意 满足 
pla) = рСЬ) = 0 
的 函数 pC) BA 


(оде, =0, 


则 f(x) ТЕ [ce,5] ЖЖЖЖ. 

证 明 用 反 证 法 。 假设 m E (a, bD 中 的 点 , 在 Ж 
f(x) 0 不妨 设 Кл) >, WAF f(x) 是 连续 函数 , 故 存在 
хо 的 一 个 充分 小 的 完全 包含 在 [a,6] 内 的 邻 域 ,使 得 在 这 个 邻 域 
内 f(x) > 0。 如 果 我 们 选择 р(х) 使 p(x) 在 这 个 邻 域 内 大 于 
零 , 而 在 这 个 邻 域 外 恒 等 于 零 , 并 且 р(х) 是 连续 函数 ,显然 

pla) = p(t) = 0, 
由 于 在 小 邻 成 上 f(x) > 0, p(x) > 0, 且 在 小 邻 域外 p(x) = 0, 
所 以 有 


| fp (ear >0. 


这 与 定理 条 件 | f(z)p(x)dx = 0 ЖН. 因此 Ка) 不 能 大 于 


零 . 同 理 可 证 它 也 不 能 小 于 零 , 所 以 定理 结论 成 立 ， 
利用 变 分 法 基本 引 理 及 《1.2.8) 立即 推出 《1.2.9)》 式 。 方程 
(1.2.9) 叫做 Euler 方程 。 根据 上 面 的 推导 可 知 , 若 在 任意 满足 条 
件 (1.2.1) RAAH, уох) EZRA JO) 取 极 值 , 则 у(х) 是 微 
分 方程 边 值 问题 
ӘР _ d (28) = 0, 
ду ду' (1.2.10) 
уба) = у, у(х) — y; 


е 10 ° 


的 解 。 下 面 以 最 速 降 线 问 题 为 例 , 说 明 《1.2.107 的 应 用 ， 
例 1.2.1 现在 我 们 用 (1.2.10) 来 求解 最 速 降 线 问 题 。 由 
(1.1.1) 可 知 : 
Е(х,7,у') = 1+у" 
2gy 
注意 到 在 最 速 降 线 问题 中 Р(х, у, у) 不 含 *， 我 们 可 以 得 到 
Euer 方程 的 一 个 积分 ， 事 实 上 ,将 方程 (12.9) 乘 以 函数 2 可 得 


дЕ d (22) дЕ дЕ а 
— — — | 一 一 | 一 — + t 一 -一 ~- 一 F , ) = 0, 
9 ду Ол ду' 9 ду 9 0” dx (0Р,) 


, 


由 于 s 一 0, 因此 在 上 式 中 只 要 令 9 一 y, = в 
配 成 全 微分 形式 ,事实 上 ,上 式 可 以 写成 


dr 8 
从 而 有 f 
F— ЭЁ, = c, (12.11) 
ду' 
其 中 C 是 任意 常数 ， 对 于 最 速 降 线 问题 , (1.2.11) 可 以 写成 
Е — дЕ y= ү” — 3 _ 
ду y V y(1+y“)y 
1 
一 С, 
муб + у") 
从 而 


„үш 
yG + у?) д” 
由 于 去 也 是 任意 常数 ,所 以 上 式 可 以 写成 
aa _ c 
уз + y) = С y I+ y 
& y == сг, Л) 


у = c 


1 + сірі 


= Сзїл = Са 一 cos27)， 


ө 1 ° 


y ctgt 
= С(1 一 cos21)di, 
上 式 积分 可 得 


r 一 s (э — а) + Ci 


引用 初始 条 件 x 一 0, y 一 0， 则 有 С, 一 0。 用 新 参数 6 2, 
便 得 到 最 速 降 线 问 题解 曲线 的 参数 方程 


£ == 和 (9 一 sin9)， 


у= са 一 cos), 


这 个 问题 的 解答 分 别 由 Newton, Leibniz, L' Hospital John Be- 
rnəulli, James Bernoulli 给 出 。 

用 Euler 方程 能 解决 许多 变 分 问题 ,但 从 培养 能 力 的 角度 来 
看 ,套用 书 上 的 公式 解决 问题 不 算 有 能 力 ,要 自己 想 办 法 用 新 的 途 
ERHET BARANE TUEREE Ke, y) 一 -= 的 

gy 

介质 中 光线 的 传播 问题 。 将 介质 看 成 分 片 均匀 的 ， 用 几何 作 图 的 
方法 可 以 求 得 这 种 传播 的 轨迹 ， 

短程 线 间 题 可 以 考虑 近似 解法 ,一 本 打开 的 书 张 成 a 角 , 从 书 
状 的 这 侧 到 那 一 侧 的 短程 线 应 该 如 何 构 造 ， 这 个 问题 是 容易 解决 
的 ， 任 何 曲面 总 可 以 用 分 片 平面 逼近 ， 这 就 给 我 们 提供 了 一 个 思 
Ek. Hilbert 认为 ,一 个 问题 不 会 解决 ,往往 是 因为 有 一 个 比 这 个 
问题 更 简单 的 问题 你 还 没有 解决 。 

短程 线 问题 的 推广 是 最 小 曲面 问题 ， 即 求 张 在 指定 曲线 上 的 
面积 最 小 的 曲面 ,这 个 问题 可 以 由 皂 腊 实验 解决 ,用 实验 办 法 解决 
变 分 问题 是 有 意思 的 。 

等 周 问题 的 答案 也 可 以 猜 到 , 先 从 三 角形 研究 , 设 底 边 及 周 长 
给 定 , 可 能 顶点 的 轨迹 构成 一 个 酉 圆 ， 显 然 在 C 点 时 面积 最 大 (图 


. 12 e: 


图 1.2.1 图 1.2.2 


1.2.1)， 其 次 研究 正 多 边 形 , 无 妨 假定 图 形 是 廿 的 ， 用 上 面 结果 可 
证 明 各 边 必须 相等 。 再 者 研究 边 数 增加 且 周 长 不 变 时 多 边 形 的 面 
积 是 否 增加 。 事 实 上 设 志 为 周 长 , 则 
1 2x п — 2 
e= t(z)e 2, 
„L, L mal z 


— ctg — = — сир —, 
n 


$ =a. 1 
2 п 2n # 4п 


я 


可 以 猜想 5。 是 单调 增加 的 。 考虑 函数 f(x) ср, 


cos 
Ро) = — 4 
x 


x - 
由 于 * ZDAN, РС) > 0, АЙ n КАТ, 5, 增 大 , 当 


m 
cos — 
n 1 


”充分 大 时 ctg Z= — = L, i s, — Ë (acco), 
n n 
ME ТЕКЕ ЕЩЕ, 因此 可 以 猜 出 问题 的 答案 应 该 
ЖЩ. | 
现在 考虑 待定 函数 为 二 元 函数 的 情形 ， 设 g 是 边界 充分 光滑 
的 二 维 区 域 ，89 E Q 的 边界 ,我 们 的 问题 是 ,在 满足 条 件 
wlay = 0 | (1.2.12) 


+ E ° 


的 函数 中 找 一 个 函数 使 泛 函 


J(w) 一 (í Р(х,у wla, y) w Cay) е убх,у))40 (1.2.13) 
2 


取 极 值 。 与 前 面 类 似 , 设 ory) 是 问题 的 解 ， 6w(x，,y) 是 满足 
RE (1.2.12) 的 任意 函数 , 令 

(х,у) = шабх,у) + ви(х,у), 
ЯКА (1.2.13) 就 有 


J(e) = || ЕС х ‚у ш, Hew, wot в( ёш )„ ‚ш, 
d 


| + є(бе),)40, 
EPA Owo m Әди — Ow 
其 中 Wos Әх ' Wy 一 ду ‚ (ёю), Өх , Cw), ду . 
由 于 w。 和 6w 是 给 定 的 函数 ,所 以 ЈС) 可 以 看 成 e 的 函数 , 记 
以 пе), Ф asm j e 叫做 了 的 变 分 或 一 次 变 分 。 直 
接 对 Ce) 微分 可 以 得 到 
_ ӨЕР. OF д(б) OF (о) 
9 | %@ от. ðw, Ox T ам ðw, ду | a9, 
其 中 


OF 8FGxz:yp ew, wor + в(80), шу + e( to ), | 
І дю є 


Ow 


АР, ӘР RUAM HF w 是 问题 的 解 ,所 以 有 54 一 0, 亦 
Вр 
дЕ дЕ sw) |. OF Kov) _ 
{бә t Ç az дш, 6 |40 = o, 

(1.2.14) 

《1.2.14) 式 使 用 不 方便 ， 必 须 改 变形 式 。 为 此 我 们 还 是 用 分 部 积 

分 法 。 一 元 函数 的 分 部 积分 为 

| ир'Дх == w|” — | vu'dx, 


二 元 函数 的 分 部 积分 可 以 由 Gauss 公式 推出 ,事实 上 ， 在 Gauss 


14+, 


公式 | 
J бө. + 22) 49 = W. + Qcos(n,y))ds 


中 令 0 = 0, 则 有 


|} ӘР dQ = | Рсоѕ(п,х)45, 
F Өх 8o 


其 中 # 是 20 的 外 法 向 量 , 令 P= н», WA 


fja 2 o= | eee ||» 984. 
(1.2.15) 

类 似 地 有 
JI 7 > до— |, ио cos(n,y)ds 一 | v 2и 40. (1.2.16) 


这 就 是 二 元 函数 的 分 部 积分 公式 。 现 在 我 们 用 分 部 积分 公式 来 变 
换 (1.2.14), HH (1.2.15) 可 知 


|j E e o- f е, 
1 Ow, Ox во ðw, 
= ff э; (а) ана 
由 于 8:150 = 0， 因 此 
|| ӘБ 0680) о _ || -2 (ЭЕ dO, (12.17) 


w cos(n,x)ds 


А ðw, Ox y Dx 
类 似 地 可 以 得 到 
J 2E Ce) dy = — | 2 (22) бю40„ (1.2.18) 


将 (1.2.17), (1.2.18) 代入 (1.2.14) 就 有 
= (( LE ә ( дЕү_ ә (F 
èJ j> Ox (E) ду E) әд. 
由 于 5w 是 满足 41.2.12) 的 任意 函数 ,由 变 分 法 基本 引 理 , 知 
. 1. 


ӨЕ ð ( ӘЕ\ ð (Ə) ao 
Bw law.) ду (22) 0 (1219) 
PE (1.2.19) ШИ 5 (1.2.13) 的 Euler 方程 。 这 样 ， 在 条 件 


(1.2.12) FREE (1.2.13) 的 极 值 问题 就 归结 为 求 (1.2.19) 满足 
(1.2.12) 的 解 。 


如 果 w1ao 六 0, 同样 推导 出 《1.2.14), 多 


| (2E вш + ОЁ aw) | ӘР aew?) 40 = 0, 
`9 дю, Өх ðw, ду 


ЕН Green 公式 


ПЕ дЕ 0000) о — | дЕ 
j ðw, Ox a ðw, 


|) а (0и) 948, 
| | 


[|22 960) a0 | а 


с Ошу Oy 


дш соѕ(п, x)ds 


ёш соз (п ,у)аѕ 
во Wy 


故 (1.2.14) 式 变 成 
\\[ бә as (ә. » (а) ава 


+ „(2 соѕ(л,х) +2 


由 于 óe 在 边界 和 内 部 是 独立 的 , 故 有 


ӘР _ д (22) 9 (ОР 
Ow Эх Ow, ду 


Са) wd: = 0, 
Wy 


-) 一 0, 在 9 内 ， 


д, 


дЕ со$(л,х) 十 дЕ сов(,у)| 一 0, 在 边界 上 。 
дш, ðw, Bo 


SE cos(n,z) + ӘР сов (л, у) 一 0 电 做 自然 边界 条 件 . 
w, w, aa 


Ж F = w, + w, + 20(х, yw Cry) 代 人 自然 边界 条 件 为 
+ 16 ° 


20, соз(п,х) + 20у cos(n,y)= 0, 
Вр 
дш 
On ізо 
自然 边界 条 件 是 有 物理 意义 的 ， 在 房子 里 生火 炉 造 成 一 个 热 
分 布 ,要 想 保 持 稳定 的 温度 场 ,自然 的 边界 条 件 是 墙壁 绝热 ， 类 似 
地 我 们 要 保持 身体 温和 ， 必 须 多 穿 衣服 ,使 自己 和 人 外界 断 绝热 交 
换 。 
上 述 结果 同时 导出 一 个 边界 条 件 。 一 般 说 来 ， 二 阶 常 微分 方 
程 定 解 需 要 两 个 条 件 ,但 Poisson 方程 只 要 一 个 条 件 。 数学 家 对 
此 困惑 不 解 ,争论 不 休 , 变 分 法 可 以 帮助 解决 这 个 问题 ， 二 阶 椭 加 
型 方程 只 需要 一 个 边界 条 件 。 | 
# F = aut + lanw + аи, 则 相应 Euler 方程 为 


алад. _ 
Әх ( 11 :) + ду Canwy) 0. 
# ацаһь— a, > 0, FEE ЖЖ JER Е E: АУ E. M 
自然 边界 条 件 为 
anw, cos(nx) + apxteycos(n,y) = 0, 
显然 当 F 是 二 次 以 上 的 泛 函 时 ，Euler 方程 是 非 线性 的 。 
3w д“ Q А ¿ 
Ө 2 Өгө Oy 0 在 力学 上 代表 薄板 平衡 方程 ， 
著名 数学 家 Lagrange 把 板 看 成 交叉 梁 , 认 为 板 弯 曲 的 方程 为 


DE 十 оа 一 0， 忽略 了 交叉 果 的 相互 作用 ，1816 年 女 数学 家 


Sophie Germain (1776—1831) 纠正 了 Lagrange 的 错误 ， 获 得 
了 已 黎 科 学 院 奖金 ， 下 面 给 出 变 分 问题 的 一 些 具体 例子 。 
例 1.2.2 Жуй 
ЕГАИС әм, узш 
қи) ||, e) + (Gs) + 2pCx, ?wz у)]д0 


(1.2.20) 


.17. 


的 Euler 方程 


解 Е(х,у,0,0.,шу) = ш? + w + iow, 
OF OF дЕ 
Fp Ё =w, 2E =2 
ðw P дш, = д, “ss 
FEZA (1.2.20) 的 Euler 方程 为 
ðw ле \ 
+ ра (50Р, 
- (55 ду x,y) 


这 就 是 Poisson 方程 。 在 条 件 (1.2.12) FREA (1.2.20) 的 极 什 
问题 就 归结 为 求 下 述 Poisson 方程 的 Dirichlet 问题 

| = p(x,y), 在 0Q 内， 

и|әо = 0, 
ZA (1.2.20) 可 以 解释 成 属 边 固定 的 薄膜 的 势能 。 这 个 例子 的 物 
理 意义 是 : 势能 最 小 的 位 置 就 是 薄膜 的 平衡 位 置 . 


>= P(E] + (ey + (=a 
-i 


(1.2.21) 


ко 56, 
4(х,у)юаО (1.2.22) 


—Fp 


© 


的 Euler 方程 
ZA (1.2.22) Ж КМУ 


JG) = |, ЕС(х,у ую ш „ушу уш „уш уу 20, dQ (1.2.23) 
的 特殊 情形 › УЕ (1.2.19) 的 推导 方法 可 以 得 到 (1.2.23) 的 Euler 


方程 为 
5 
二 
利用 (1.2.24) 可 以 得 到 (1.2.22) 的 Euler 方程 为 
D (2: 2 tw до 


一 一 , .2.25 
ô x’ 526 一 ду! >u 40у) G ) 


(1.2.25) И RAHE РИНЕ Es Es БТ ЕТЕУ E ni E S 8125 
程 , 也 可 以 写成 
DA = glx,y), 

ZA (1.2.22) 可 以 解释 成 薄板 弯曲 时 的 势能 。 这 个 式 子 的 物理 意 
义 是 : 势能 最 小 的 位 置 就 是 薄板 的 平衡 位 置 ， 

在 变 分 问题 中 除 要 求 函数 满足 边界 条 件 外 ， 还 经 常 要 求 满 足 
其 它 约束 条 件 。 上 一 节 的 例 2 (短程 线 问 题 ) 和 例 3( 等 周 问题 ) 都 
是 有 条 件 的 变 分 问题 ， 解 决 这 类 问题 的 方法 仍 是 把 泛 函 极 值 问 题 
转化 成 求 函 数 的 极 值 问题 ,或 者 更 精确 地 说 ,把 求 带 有 约束 条 件 的 
泛 函 极 值 问 题 转 化 成 普通 函数 的 条 件 极 值 问 题 。 为 此 我 们 先 温 习 
一 下 数学 分 析 中 的 条 件 极 值 问 题 ， 即 在 约束 条 件 

Qp (mi, z Xa = 0, 1; < k < n 

TRAM Fleig ›х,) 的 极 值 .我 们 采用 Lagrange RFH, 
引进 Lagrange Ж 4, 42,……, Ai, 并 令 


k 
F* = F(xuay tt 29) + >) Lip: Crista ,Xn 2). 


把 F* 看 做 xi, x,, `° TETEE TEER ША ВЖЕ, TA 
极 值 点 应 满足 
JEDAN r 一 0, ji 一 1,2，， 
Pixis ху, 20 一 0， 1 一 1，2， k, 
REKE n +k ARR ntk FJ, 从 这 些 方程 中 解 出 л, 
£ "Xp lis Ars "5 Azs 就 得 到 要 求 的 极 值 点 。 
类 似 地 我 们 考虑 在 约 东 条 件 ， 
Ф,(х, ул, узо" у) 0, А 1,2,5, (1.2.26) 
TRZE 
J(yoys taya) 一 КСЕНА ‚у„)4х 


(1.2.27) 
的 极 值 ， 象 前 面 一 样 , 我 们 使 用 Lagrange 乘 子 ,现在 我 们 要 求 的 


. 19 o 


解 是 函数 而 不 是 数 ， 假 设 这 些 Lagrange WTE 
(ж) 9 Ке? |° ° sinr) , 
并 引进 新 的 泛 函 


b 
J yi узу) = | [F(x,yi 3): ` ya уто yz" O 


十 之 UDE ys a ) lda, (1.2.28), 
БА! 


这 里 把 АС), 1,0), +++, 4 (к) 和 у(х), у;(ж),--+,у„(ж) 都 ， 
看 作 未 知 函数 。 注 意 uO), (в), --,4„(=) 只 能 放 在 积分 号 里 
面 ， 不 能 放 在 积分 号 外 面 ， 这 是 因为 J 必需 是 数 ， 而 不 能 是 
ЮЖ. 我 们 可 以 仿照 推导 (1.2.9) OFEREA (1.2.28) 的 
Euler 方程 。 这 个 方法 可 以 概括 成 如 下 的 三 个 步骤 
1. у(х), у;(®),---,у„(х), iG), АС), ДС) 是 问 
题 的 真 解 , 令 
y; (z) = y;G) + edy (ж), :=1,-+-,л, 
АС) = A(x) + edh; Ca), :== 1 , m. 
RAZA (1.2.28), {ЖЕРЫ ERAR ААН , ЕП 
使 泛 函 取 极 值 的 必要 条 件 。 这 个 条 件 通 常 叫 作 证 函 的 一 次 变 分 为 
<, | 
2. 利用 分 部 积分 法 变换 得 到 的 结果 ， 
3. 利用 变 分 法 基本 引 理 推出 Euler 方程 。 
由 于 未 知 沙 数 多 于 一 个 ， 所 以 得 到 下 述 微分 方程 组 


F, + >; АС Фаяз) — £ Ез! 0,. 


< 51 


Q (zy ya: ya) = 0, k= 1,2, m, 
这 就 是 泛 函 《1.2.28) 的 Euler 方程 。 


51.3 Dirichlet 原理 与 Fredholm 理论 


上 一 节 中 指出 , 求 泛 函 极 值 问 题 可 以 转化 成 求 相 应 Ещег 7) 
° 20 + 


程 的 定 解 问题 。 例 如 最 速 降 线 问题 归结 为 求解 常 微分 方程 的 边 值 
问题 ， 在 条 件 〈1.2.12) REA (12.20) 的 极 值 问题 归结 为 求解 
Poisson 方程 的 Dirichlet 问题 。 但 是 一 般 说 来 ,一 个 微分 方程 的 
通 解 未 必 能 用 初等 函数 表示 出 来 。 即使 能 用 初等 函数 表示 出 来 ， 
也 没有 统一 的 方法 求 这 些 解 ,往往 要 依靠 解 题 者 的 技巧 。 В 
降 线 问题 那样 找到 解析 解 的 情形 是 不 多 的 ,至 于 在 条 件 
ш(х,у)| во = 0 
FREA о) = || (w + wi + 20r, у) (я, )))49 的 极 值 ， 


可 以 归结 为 求解 
(1.3.1) 
这 样 的 问题 那 就 更 困难 了 。 一般 说 来 ,求解 (1.3,U 比 原来 的 变 分 


问题 更 难 。 1851 年 德国 Gittingen 大 学 的 Riemann 将 这 类 问题 
反 转 ,把 Laplace 方程 的 Dirichlet 问题 


位 一 оСх,у), ТЕО 内， 


u | ao = 0. 


[Аи 0 Жон, (13.2) 
ulao = f 
归结 为 求 一 个 函数 满足 ulo 一 f HEZA 
JG) = || (и + м2) 40 (1.3.3) 
2 


取 极 值 ， 这 个 事实 Gaus 早 就 知道 ， 英 国人 把 它 叫做 Thomson 
原理 ，Riemann 则 把 它 叫 做 Dirichlet 原理 。 НЮЗ u, 
Ји) 不 能 是 负 的 ,因此 Ju) 有 非 负 下 界 6。。 我 们 不 难 找到 一 系 
列 un fE imJ(ws) 一 J, ЗВАО и, 叫做 极 小 化 序列 , 设 
Пти, = ш, 

Д] w 就 是 这 个 变 分 问题 的 解 ， 从 而 〈1.3.2) 的 解 存在 。 Riemann 
将 这 个 问题 反 转 有 重要 意义 ， 它 不 仅 提供 了 证 明 偏 微分 方程 解 存 
在 性 问题 的 方法 ,而 且 提 供 了 求 (1.3.2) 的 近似 解 的 可 能 性 。 从 物 
理 上 看 ,如 果 s, 的 势能 趋 于 薄膜 势能 的 最 小 值 , 那么 u BAT 
薄膜 的 平衡 位 置 。 事实 上 Rieman 经 常 从 物理 观点 出 发 考虑 问 


2 。 


题 ,他 的 许多 发 现 , 包括 Dirichlet 原理 和 保 角 变换 上 的 工作 都 是 
以 物理 背景 为 基础 得 到 的 。 他 相信 在 物理 上 有 意义 的 东西 也 一 定 
在 数学 上 有 意义 . 

Riemann 的 证 明 是 不 严格 的 ，Weierstrass 在 他 的 1870 年 的 
一 篇 文章 中 对 Dirichlet 原理 作 了 批评 ,他 指出 尽管 存在 极 小 化 序 
列 wx。 使 得 lim J Cua) 一 Jo 仍然 未 必 存 在 函数 u 使 ICu) =J, 


这 样 Dirichlet 原理 的 数学 基础 就 动摇 了 。 虽然 物理 学 家 们 仍 相 
信 这 个 原理 ,但 数学 家 们 却 把 这 个 原理 抛 在 一 边 ， 研 究 其 它 方 法 ， 
积分 方程 方法 就 是 其 中 之 一 。 这 时 Riemann 已 经 死去 ,其 他 数学 
家 转向 研究 别 的 方法 ,所 以 Neumann 哀叹 道 :“ 如 此 优美 并 有 广 
ВАЛУ РВВ АУ Dirichlet 原理 已 经 从 我 们 的 视线 里 永远 消失 了 .” 
在 多 次 挽救 失败 之 后 ,尽管 物理 学 家 还 相信 这 个 原理 ,数学 家 却 把 
这 个 原理 抛 到 一 边 ,开始 研究 其 它 方法 . 
首先 是 Weierstrass 的 学 生 Schwarz (1843—1921) 于 1870 
年 提出 了 Schwarz 交替 法 ,接着 Neuman 提出 了 积分 方程 法 ， 
然后 Роіпсагё (1854—1912) 于 1890 年 提出 了 上 下 调和 函数 法 . 
下 面 我 们 剖析 积分 方程 法 的 主要 思想 ， 
”考虑 Laplace 方程 的 含有 任意 函数 的 解 。 从 物理 背景 出 发 ， 
假设 在 物体 表面 99 上 给 定 一 层 电荷 ， 面 密度 为 x《8), HJ 69 


上 面积 45 上 电荷 在 了 点 产生 的 电位 为 eas (图 1.3.1), 因而 
PQ 
整个 表面 89 上 的 电荷 在 P 点 产生 电位 
u(P)= ee 280. 
Үро 


90 


由 于 静电 场 电 位 满足 Laplace 方程 , 因此 对 任意 函数 СО), H 
上 式 给 出 的 #(Р) 都 满足 Laplace 方程 ,从 而 我 们 设想 ， 如 何 选 
择 СО) 满足 给 定 的 边界 条 件 . 对 Dirichlet 问题 

#\|д9 = Р), 
它 归结 为 求解 积分 方程 


• 22 ° 


Ge IN 
RN 
s 
图 1.3.1 图 1.3.2 


(260) ав, = ср), 
50 Ypo 
把 Neumann 问题 归结 为 

| 6002 05, = кР), 


38 On, Уро 


注意 (图 13.2), 有 


6 1 O (2) ө + (2) аб, 
Öne Yro ду \Y 8S \7 


其 中 5 是 与 7 垂直 的 方向 ,9 是 外 法 线 m 与 Yeo KA, НТ 
.0 1 0, 所 
өзү? А 
jas 150 = 一 [20 cos( P Q ,n)dSo, 
90 


3 дпр ТРО 


为 考察 这 个 积分 , 先 设 и 一 ps， 则 这 个 积分 变 为 
jew cos (zn, P 0)450 = в, awa 430 
Š РО 


4 ТРО 
= po X Q а 69 时 reo 所 张 的 立体 角 。 
众所周知 , 按 弧 度 计算 平面 角度 
о S — АЕК 
Y 网 弧 半径 и 


图 1.3.3 


类 似 地 
一 角度 所 对 应 的 球面 面积 
кя ( 球 的 半径 》 
先 对 二 维 区 域 计算 积分 
eee, 
РО 


ад 
对 平面 区 域 8, 当 P 位 于 9 内 时 ，8, 沿 69 运动 一 周 ，Yre 的 张 
角 为 2== (图 1.3.3)。 当 P 了 位 于 8 外 时 ，Q,， 运动 到 Q,, y; 的 张 
角 最 大 。 过 了 Q, KARREN E О, 处 最 小 ， 张 角 为 零 ， 过 
T Q;， 张 角 浙 次 增 大 ,在 Q, 处 最 大 ,以 后 渐次 减 小 ,在 9。 处 复 
HTE. KHA PFO M, Qe 绕 20 一 周 ，7ro， 的 张 角 为 
零 。 当 了 位 于 20 上 时 ,显然 当 8 点 位 于 20 上 时 ,车 0 一 0， 
则 直线 0.0, 的 极限 位 置 是 在 Q, 点 69 的 切线 位 置 。 因此 当 
О, 沿 反 时 针 方 向 绕 00 一 周 ，yre 的 张 角 从 零 增 加 到 z 综合 
上 述 我 们 有 
2x 4 P € 0 — д0, 
ua х 当 P c Q, 


Y _ 
9 0 щ Pe5。 


30 | 


4 ш» мро, 
ml | 多 dS = 125и, 当 P € ƏQ, 
ар 0 PEOS, 
从 上 面 分 析 可 知 , 当 P 从 9 内 赵 近 89 时 ,积分 


不 连续 ， 边 值 不 等 于 从 内 部 趋 
近 边 界 的 极限 值 。 

当 ш = (О) Н, ру 
近 边 界 的 极限 值 为 
2ra ( 9) 

+ PY, п) gs, 


Qs 


Qo 
因此 条 件 i! 一 了 归结 为 图 13 


积分 方程 
2хиС( О) + П" sos CPO, п) dS 一 ко). 


这 样 用 单 层 位 势 
ОР) 一 | а, 


求解 Laplace 方程 的 ришкен 问题 和 Neumann 问题 时 ， 它 
们 可 以 分 别 化 成 积分 方程 


602 ао = (0), Pe 60, а) 
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(Ру + |) (9 r 45 = КР), P €88. (ID 


(D 叫 作 第 一 类 积分 方程 ， а 叫 作 第 二 类 积分 方程 。 初 看 起 
来 ,似乎 第 一 个 积分 方程 更 容易 解 ， 其 实 不 然 , 卷 虑 积分 方程 
| yw = 0, 


° 25 • 


1.3.6 


这 个 积分 方程 的 解 显然 不 唯一 , 形 如 图 1.3.6 的 振荡 函数 ， 只 要 总 
面积 为 零 ,都 是 上 述 积分 方程 的 解 。 由 于 解 可 以 剧烈 地 振荡 ,因此 
解 是 不 稳定 的 ， 相 反 地 ,方程 


TORRIONE 


HRES. FXE A у(х) 是 上 述 方程 的 解 , 则 y) 是 常数 ， 
容易 看 出 这 个 常数 必定 是 霍 。 根 据 以 上 分 析 可 知 ,至 少 在 19 世纪 
时 ,积分 方程 H 比较 简单 ,积分 方程 1 比较 复杂 ， 用 单 层 位 势 解 
Dirichlet 问题 当时 是 不 成 功 的 ， 为 了 对 Dirichlet 问题 也 得 到 第 
二 类 积分 方程 , 改 用 双 层 位 势 


gCP) 一 | 45у. 
了 ҮР . 


双 层 位 势 的 物理 意义 相当 于 在 界面 上 分 布 了 一 层 密 度 为 (O) 的 
价 极 子 产生 的 位 势 ， 这样 Dirichlet 问题 和 Neuman 问题 都 归 
结 为 求解 积分 方程 
(Ру + | ЕРО) азу 一 KP), 
0 Yro 


历史 上 Laplace, Poisson 和 Fourier 都 考虑 过 特殊 形式 的 
积分 方程 ， 第 一 个 自觉 地 直接 应 用 并 解 出 积分 方程 的 人 是 Abel, 
Liouville 独立 于 Abe 也 得 到 一 些 积分 方程 的 解 ，Neumann 解 
出 了 凸 域 上 的 一 类 积分 方程 ， 积 分 方程 这 一 术语 属于 Du Bois 
Reymond, 1896 年 Vito Volterra (1860—1940) 观察 到 第 一 类 


* 26 + 


积分 方程 是 含 * 个 未 知 数 的 2 个 线性 代数 方程 组 当 ? ЖЛ 233 i 
的 极限 形式 。 Fredholm (1866—1927) 是 Stockholm 大 学 的 数 
эе Е 1900 年 吸收 了 上 述 看 法 ， 并 把 它 用 于 解 第 二 类 积分 
方程 。 孝 虑 积分 方程 


и) + 1 | Kla, Eul EdE = f(x). 
Fredholm 把 x [ХШ r= a + ó, x, = a + 26,: * °, x, = a+ 
#6 == b, үрп 等 分 ,然后 把 上 述 方程 的 积分 用 和 

и„(«) + ¿ У K(x ,x;i)u,(xi)8 = а) 


一 1 


去 代替 ,现在 假设 上 述 方程 对 la,b) 的 所 有 * 值 成 立 ， 因 此 它 必 
FIS x= r t x， 成立, 这 就 给 出 # 个 方程 的 方程 组 


u (z) + У) АК(җ,х)ун„бх;) = fOr), i= 1,2,5, 


这 个 方程 组 是 由 ”个 非 齐 次 方程 组 成 的 ， 用 以 确定 n 个 未 知 数 
Ne(xi) a(x2) ss Han ), 

线性 方程 组 的 理论 是 熟知 的 ， 然 而 用 简洁 的 语言 特别 是 用 我 
们 所 需要 的 语言 表达 出 来 ,仍然 要 下 功夫 。 首先 回忆 一 元 一 次 代 
数 方程 的 理论 。 щаз 0 时 ，ax 一 b WERE 有 且 仅 有 一 解 
к= 2, 当 4 oki, аг Б 有 解 当 且 仅 当 5 一 0。 当 b 一 0 
时 ， 此 方程 有 无 穷 多 个 解 ， 将 这 个 结果 推广 到 方程 组 АХ 一 в, 
用 14| 表示 矩阵 4 的 行列 式 , 则 当 14| = 0 时 ,方程 组 4X — B 
对 任意 有 上 且 仅 有 一 解 。 当 |4| 一 0 时 ,方程 组 4X в 未 必 
有 解 ,例如 设 


6 q x 
A= ( п "J, х= ( '), у =(”), 
01 9) x; x; 
则 САХ,Ү) = уа + ао) + у Сах + арх) 


== riCanyi + ау) + хапу, + ау) 
= (X,4*Y), 
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这 里 4* = (" A), диния 
0р an 
(AX,Y) = (X,A*Y), 
其 中 A* 是 4 的 转 置 气 阵 。 利 用 这 个 结果 可 知 
(B,Y)= (AX,Y)= (X,/A*Y), 


特别 地 ， 若 了 满足 A*Y = 0, H] (B, Y)= 0, 因此 若 久 满足 
АХ = B， 则 对 满足 A4*Y 一 0 的 任意 解 Y, WA (В, Ү) 一 0. 
可 以 证 明 这 个 条 件 也 是 有 解 的 充分 条 件 ， 即 当 |al 一 0 时 ， 
АХ == В 有 解 当 且 仅 当 对 任意 满足 A*Y = 0 H9 Y, (B,Y) = 0. 
另外 4* БАЖАНЕ, ИХЕ 0 与 A*X 一 0 的 解 空 间 有 
相同 的 维 数 。 总 结 上 述 有 

G) 当 14| 半 0 时，AX 一 B 对 任意 B 有 且 仅 有 一 解 ; 

(2) 当 |4| =0 f, AX 一 0 5 A*X 一 0 有 非 零 解 且 解 
空间 的 维 数 相 辣 ; - 

(з) |4| = 0 FF, AX = B 有 和 解 当 且 仅 当 对 A*Y = 0 的 任 
意 解 了 都 有 (B.Y) = 0, 

可 以 设想 在 一 定 条 件 下 6 一 0 时， 代数 方程 组 的 解 就 趋 近 于 
积分 方程 的 解 ,这 就 需要 定义 无 穷 阶 行列 式 ，Fredholm 当年 就 是 
走 的 这 一 条 路 。 但 无 穷 阶 行列 式 十 分 复杂 ,用 起 来 很 不 方便 ,下 面 
不 用 行列 式 的 术语 来 叙述 线性 方程 组 理论 。 注意 当 |41 关 0 时 ， 
4X 一 0 НЕЕ. 当 |A| = 0 BF, AX = 0 有 非 零 解 ,因此 前 
面 的 结论 可 以 改写 成 

(1) Ж 4K 一 0 RAE, 则 对 任意 В, AX= B 有 且 仅 
有 一 解 ; 

(2) Ж 4X 一 0 有 非 零 解 ， 则 4X 一 0 与 д*Х = 0 解 空 
间 的 维 数 相同 ; 

(з) AX= B 有 解 当 且 仅 当 对 A*Y = 0 的 任意 解 Y 都 有 
(B,Y)= 0, 

Fredholm 将 这 些 结 果 推 广 到 第 二 类 积分 方程 
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иб) + А | K(z,y)u (y)dy = Кк), 


将 这 个 方程 简 记 为 (I + АК) = j, 令 K*(x,y) 一 K(y ,х), 用 
U + 4K*)w = | R 


аб) + (Киеу бда = IGO, 


附加 某 些 条 件 后 ,可 以 证 明 

(1) U + 2K)x<x = 0 只 有 零 解 当 且 仪 当 对 任意 

(I + АК)и =f 

有 且 仅 有 一 解 ; 

Q) (I 十 4K)u 一 0 5 U + КЖ) = 0 的 解 空间 是 有 限 
维 的 并 且 维 数 相间 ; 

G) U + 4K)w 一 上 有 解 当 且 仅 当 对 满足 (1 + 4K*)v 一 0 
的 任意 解 z 都 有 Со) = 0, 

上 述 结果 叫 作 Fredholm 理论 ，Fredholm 理论 提供 一 套 证 
明 存在 性 的 技巧 ,为 证 明 (I 十 +4K)u = f HER f AE, RAE 
В (I 十 XK)u = 0 只 有 零 解 ， 这 样 就 把 存在 人 性 问题 转化 成 唯一 
性 问题 ， 后 一 问题 往往 容易 一 些 ， 当 (J 十 1K)x = 0 有 非 零 解 
时 , 设 解 空间 的 维 数 为 m, ШШ (I + ¿K*)s = 0 的 解 空间 的 维 数 
也 是 m。 设 解 空间 的 基底 为 n), ДС У Кун 
有 解 的 充分 必要 条 件 是 了 满足 Со) = 0, i= 1 m, 

前 面 已 经 讲 过 Laplace 方程 的 Dirichlet 问题 和 Neumann 
问题 可 以 化 成 

?rz(P) + || OP sn0) азо = р), 


эд РО 
对 这 类 方程 Fredbolm 理论 依旧 成 立 ， 因 此 存在 性 问题 便 归 结 为 
唯一 性 问题 ,而 后 者 较 前 者 容易 ,以 Laplace 方程 Dirichlet 问题 
为 例 , 只 要 证 明 
m = 0, 
ulao == 0 


АЖЕМ. Ди 一 0 ОЙДЕ, ЙЯ НЕДА: 若 调 
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和 函数 不 为 常数 , 则 只 能 在 边界 上 取 最 大 值 和 最 小 值 。 这 个 结果 
也 可 以 从 物理 观点 猜 出 ， 设 想 物 体内 部 有 一 个 不 依赖 于 时 间 的 稳 
EEEH ,物体 内 部 没有 热源 , 则 物体 温度 usys) 满足 方程 
Ан 一 0. 若 * 在 物体 内 部 取 最 大 值 , 由 于 此 点 温度 高 于 周围 各 点 
的 温度 , 则 此 点 的 热量 必 向 周转 扩散, 这 点 的 温度 必然 降低 ， 这 与 
温度 不 依赖 于 时 间 矛 慎 。 类 似 地 可 以 证 明 ，z 不 能 在 物体 内 部 达 
到 最 小 值 。 既然 * 的 最 大 值 和 最 小 值 都 在 边界 00 上 ， 由 于 
ujao 一 0， 从 而 u= 0， 这 就 证 明了 解 的 唯一 性 对 Laplace Jy 
程 Neumann 问题 


| 


的 解 显 然 不 唯一 ,任意 常数 都 是 
Ан = (0, 


aa 


до 


的 解 。 由 于 转 置 方程 与 原 方程 一 致 ,因此 Laplace 方程 Neumann 
问题 有 解 的 充 要 条 件 是 


|, Cfds = 0, 
其 中 C 是 任意 常数 。 这 个 条 件 也 可 以 写成 
| jds 一 0。 
这 个 等 式 的 物理 意义 是 流 人 流出 物体 的 总 热量 为 零 ， 而 这 个 条 件 
f 对 保持 物体 内 温度 场 稳定 是 必要 的 ， Fredholm 理论 将 偏 微分 方 
程 边 值 问题 的 研究 归结 为 线 代 数 方程 组 理论 ， 而 线 代数 方程 组 理 
论 是 我 们 最 熟悉 最 优美 的 理论 之 一 ,这 是 一 个 振奋 人 心 的 喜讯 .就 
在 这 时 ,数学 办 又 传 来 一 个 喜讯 : Dirichlet 原理 复活 了 . 
在 Weierstrass 的 工作 差不多 三 十 年 后 ,Gittingen 大 学 的 另 
一 位 数学 家 Hilbert 试图 挽救 Dirichlet 原理 。 当时 一 位 昕 过 
Hilbert 报告 的 人 回忆 说 ,整个 论文 不 到 六 页 , 在 几 分 钟 内 就 消除 
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了 Weierstrass 所 批评 的 缺 咯 ， 使 Riemann 的 理论 恢复 了 原来 
的 简明 和 优点 。 这 种 妙手 回春 的 处 理 激 起 了 їй 1 WO ba WL Т @ 
美 ,“ 江 山 代 有 才 人 出 ,各 领 风 又 几 十 年 "”，Hilbert 的 工作 开创 了 
变 分 法 发 展 的 新 阶段 。 
利用 Dirichlet 原理 ， 可 以 把 偏 微分 方程 的 边界 值 问题 化 
为 变 分 问题 、 变 分 问题 虽然 不 容易 找到 精确 解 ， 但 却 有 一 些 近 似 
解法 ,而 且 不 一 定 出 之 于 数学 家 之 手 。 以 $1 提出 的 短程 线 问 题 
为 例 ,对 一 般 曲 面 求 出 短程 线 的 精确 解 是 很 困难 的 ,但 是 许多 从 事 
板 金 工 展开 的 工人 却 知 道 曲 面 上 什么 样 的 曲线 是 短程 线 . 由 于 曲 
面 可 以 近似 地 用 分 片 平 面 代替 ， 因 此 这 样 的 短程 线 很 容易 构造 出 
来 ， 并 且 在 工业 生产 甚至 日 常生 活 中 被 广泛 地 使 用 。 在 Hilbert 
恢复 Dirichlet 原理 之 后 ,各 种 变 分 问题 的 近似 解法 发 展 了 起 来 ， 
1908 年 Ritz 提出 -一 种 求解 变 分 问题 的 近似 方 鹤 , 这 种 方法 现在 
被 命名 为 Riz $, 我们 以 在 满足 
и\әо = 0, (1.3.4) 


АЯ | 
Ји) = f (а + + 2и})ад (1.3.5) 


的 极 小 值 为 例 来 解释 Киз 06, 
首先 我 们 选择 一 组 函数 ф,(х,у), plr y) ply) 
使 它们 满足 如 下 的 条 件 : 

(1) 满足 边界 条 件 pilas 一 0, k= 1, 2,6; 

(2) 任何 有 限 个 这 样 的 函数 线性 汛 关 ; 

(3) 它们 是 完备 的 ， 即 任意 满足 (1.3.4) 鬼 函数 都 能 用 它们 有 
限 线性 组 合 来 逼近 . 

满足 这 些 条 件 的 函数 《qiCx,y)} 叫做 坐标 函数 。 仿 


и, = > ck (z, у), ‚ (1.3.6) 
其 中 cx 是 待定 常数 ， 将 <, BERRA (1.3.5) ДІ 
Ј(и,) = J [93 с, ЕА y + (> ck r] + 21 >) скрнја0 
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= Өф, Өф; + Qe , 09) ла) 
> Cate (i Bx ar ду Әу 


+2 5 c, || #ю„40, (1.3.7) 
а= 1 0 


注意 这 时 J(4) 实 际 是 Cis бру" "7С, 的 函数 , 记 为 F(co ci 
с.), 令 


аы 一 || (дт. Ope + дф, А Өз ) да, 
° Or Өх ду ду 


0 


„= || +фаа, 
则 (1.3.7) 式 可 以 写成 


Fle, Crs? 3 с.) == >; а.,вбаСз + 2 > бс. (1.3.8) 
а,В=1 а= | 


将 (1.3.8) 对 с; 求 导数 ,并 令 5 一 0, i= 1, 2, +++, л, 由 于 
ag T Qgas 所 以 


Ў) ас, F b, = 0, «== 1, 2, ,7, 
Вел 


这 是 关于 с, 的 代数 方程 组 ,从 这 些 方程 中 解 出 cs 并 代入 (1.3.6) 
中 就 得 到 我 们 变 求 的 近似 解 。 下面 我 们 举 一 个 具体 例子 。 
例 13.1 设 9 一 {(x,y)| 0 < z< ua, 0 < y< by, Ж 

: On 

9р гт Isy) 在 8 内 ， (1.3.9) 
u| ag = 0, 

从 例 1.2.2 中 可 知 求解 《1.3.9) 的 问题 可 以 归结 为 在 条 件 〈1.3.4) 

下 求 泛 函 (1.3.5) 的 极 值 。 取 坐标 函数 (Pra) 为 * 


a 
由 于 | cos TAZE cos "HZY de= 0, (m уа m), 


. 32. 


Í sin” sin ZX dy = 0, (mÆ ж)» 
° b b 

* ттх а 
Í соз? dx 一 一 

0 a 2 


a fh mx MAX . пту . пту 
cos -~ cos 2-7 sin 工 一 到 -一 
: a 


sin dzdy 
е а b b 
ab m, == туу т = n 
_ 4° 1 29 1 29 
0, 其 它 。 


将 ] 对 Ф.в 展开 , 设 


并 设 


а,й 
коз [Í| Š ш" =т= а вау 
7 m Baj 
n ,时 


т.п] 
np 
+2 У) fmn || sin? ТК щщ: бшу E msd 9 
m.n=1 G a b 
-Do t+ SA bpne 
„7, тя 4 | а? b: 4 mmn maio 


m n =-1 
从 而 
2 a K и 2 2 а ” 
Kad = ab D D (E ++ з р. 
wl s=} 


/ 2 ¿= s 
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对 cms KJ 3k e КЕХА e, 


2 a: b: Cms 7 In 
fan 
Cmi == 一 2 30° 
(+ 二 | 
a Б 
于 是 
а, fma 
s | = — L У Т N їп PZY sin PZI 
л? m,n=1 (= =) b 
a: p 
令 а > со, В ә со 得 到 
° 加。 
1 -t o mwa . NEY 
u = 一 -一 2 2\ sin 一 一 sin 一 一 
二 
а? b? 


这 是 问题 (1.3.9) 的 解析 解 ， 
选取 Pa = sin EE sin =” 作为 坐标 函数 是 理想 的 , 这 是 
因为 Pas WE 


sss = [EEY + (J| = 


Фъг (ао = 0, 
这 里 A = 01 + д, 是 二 维 Laplace 算 子 ,所 以 pw 是 
人 0 < x< a, 0 一 7 一 0， 


ulso =—0 
e, 2 = (ZE) + (2) НИНЕ Laplace 算 子 第 一 边界 信 
问题 的 固有 值 , 相 应 的 p。。 是 固有 函数 ， 它 们 是 正 交 完备 的 ,也 
就 是 说 


|| Фын, Pm dL = 0, m= m, ВИ т >= т» 
02 


并 且 任 意 函 数 都 能 展开 成 Por HRR. Hilbert 和 Schmidt 证 
明 更 广泛 的 一 类 边 值 问题 的 固有 函数 也 具有 这 个 性质 ， 因 此 选择 
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图 有 函数 作为 坐标 函数 是 型 想 的 。 固 有 值 和 固有 北 数 是 十 分 重 机 
的 概念 .如 果 只 根据 定义 理解 固有 值 , 即 固有 值 是 焦 4q = дф 有 
非 零 解 的 那些 4 的 值 , 那 是 十 分 不 够 的 ,不 能 理解 固有 值 或 特征 值 
中 * 固 有 ”和 ”特征 ”的 含义 ,必需 从 数学 中 、 物 理 中 列举 大 量 例子 来 
HEC., 对 Ag = Ар 来 说 ,p = 0 显然 是 解 ,如 果 只 有 零 解 ， 这 
个 解 是 唯一 的 ,没有 选择 的 余地 ,这 个 结果 是 显然 的 、 平 凡 的 。 如 
果 对 某 个 1, Ap = ip 有 非 零 解 ,这 时 解 不 唯一 , 有 了 选择 的 余 
地 ,这 样 的 1 特别 重要 。 好 比 走路 ,如 果 脚 下 只 有 一 条 路 ， 没 有 选 
择 余地 ， 只 有 按 这 条 路 走 。 如 果 到 了 分 叉 路 口 ， 眼 前 的 路 不 只 一 
条 ,要 决定 何去何从 ,在 这 里 选择 哪 条 路 就 非常 重要 ， 因 此 分 又 路 
口 是 关 键 点 .记录 一 个 人 走 过 的 路 不 必 记 录 他 走 过 的 每 一 步 ,只 要 
记录 他 所 经 过 的 交叉 路 口 及 其 在 交叉 路 口 的 选择 就 可 以 了 ， 在 这 
个 意义 上 说 ， 一 个 人 走 过 的 路 由 他 所 经 过 的 交叉 路 口 和 在 交叉 路 
口 的 选择 所 决定 的 。 如 果 把 交叉 路 口 比 作 固有 值 ， 把 选择 的 路 比 
作 固 有 函数 ， 也 可 以 说 一 个 算 子 由 它 的 国有 值 决定 。 以 Laplace 
算 子 A 为 例 ， 设 入 的 固有 函数 为 {pes(z，?)}， 由 于 任意 函数 
и(х,у) 可 以 写成 


и(х,у) 一 > umnpma( X,Y) 


т.п =! 


因此 и(х,у) 由 数列 {uwt 所 决定 ， 由 于 
Au 一 > и. АФ 一 > А лааг Фь»(Х›У)» 


т.п) 


因此 As 由 数列 {А.н 决定 ， 由 于 lum) 决定 u, 所 以 和 由 
数列 Gm) RE. 

# B 263 ДИН РАЖ E ARAA, (Т 
不 能 找到 这 些 函 数 的 简单 表达 式 ， 所 以 要 换 别 的 函数 。 由 于 多 项 
式 能 瘟 近 任意 水 数 ,为 了 保证 坐标 消 数 的 完备 性 ,自然 希望 取 多 项 
式 作 为 坐标 函数 ,但 是 这 样 的 函数 未 必 能 满足 边界 条 件 。 为 了 使 
华 标 函数 满足 边界 条 件 ， 需 要 对 多 项 式 作 一 些 改造 。 假 设 区 域 边 
界 的 曲线 方程 为 F(x,y) = 0, TAZARA F(z,y) йй 
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足 边 界 条 件 . 事 实 上 ,可 以 证 明 , PCx,y),xPCx,y),YP(x,y),"…， 
ay Fy) EBET ul a= 0 ОЕ ЖИЙ, п Н.Я ААЙ ЕЙ 
数 的 要 求 ， 可 以 作为 坐标 函数 ， 例如 对 于 长 方形 {0 << а, 
0<у< 外， 其 边界 方程 为 

Xyx — a)(y — b) = 0. 
ХАК ЖН ЕД, ftxy(x 一 a)(y 一 Рух"у"}. ХР 


£ У <1 
а? Б? 


3 


边界 曲线 是 E + >. 1 0, 坐标 函数 可 以 取 成 


(+в) 
а 
适当 的 修改 泛 沙 可 以 把 坐标 水 数 必需 满足 边界 条 件 的 要 求 去 
掉 。 我 们 的 问题 是 在 满足 边界 条 件 ula = 0 的 函数 中 求 泛 函 
Ји) = |} (и + u} + 2и])40 


g 
BUNA. KEDAR RERE, RI 519 Lagran 
ge ЗЕРЕ — ЖЖ {ЕЛУ RARER. 现在 我 们 修改 
Ји), EX 
“Оу = || (=: + и, + 2uf)dQ 
Š 


+ L, 1(х,уўибх,уў45. (13.10) 


仿照 上 节 方 法 , 设 wkxr,yY) 和 Wy) E (1.3.10) ЛМЕ, + 
и(х, у) = u t ди, 2 = А, + еба 并 代入 (1.3.10) ,此 时 J*(x) 
变 成 的 函数 , 记 为 I(s). 令 23% (и) = 0, 


8J* == 2 || (м.н, + и, би, + и}8и)40 + | 1(x,y)óuds 
әд 
0 


+ | #8А4+5.„ 
利用 分 部 积分 公式 可 知 
ди Oo о = | би — || 2u 
J Әх дк dO |„ Эл би соѕ(п,х)а: || Be 6udQ, 
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д ди _{({ Өш 
| — > 40 = |. би cos (n, y )ds J ду udd, 
用 这 些 公式 变换 Ja), MWA 


8J* 一 一 2 || (Ам, + ])8#4 Q + | Ë дн, + (х,у) 8ийѕ 
Р aal дһ 


+ | mõåds, (1.3 11) 
ôa 


令 6 闫 一 0， 利 用 变 分 法 基本 引 理 及 ди, бл 的 任意 性 ， 可 以 证 
HJ м 满足 

—Ан = f, 

ulao = 0, 
ди | 
Ən \ әх 
这 说 明 使 J* 取 极 小 值 的 函数 不 仅 在 域内 满足 给 定 的 方程 ， 而 且 
自动 满足 边界 条 件 。 因 此 我 们 取 J* 作为 泌 函 ， 可 以 不 要 求 坐标 
函数 满足 边界 条 件 。《〈1.3.12) 还 表明 变 分 问题 的 解 则 时 给 出 


(1.3.12) 


一 2 一 2(х,у). 


А(х,у)= —2 За, 
n 


对 薄膜 平衡 问题 而 言 ， 1 的 物理 意义 相当 于 转角 。， 如 果 取 4 二 0 
显然 J* = J, ВЕ (1.3.11) 右 端 第 三 项 不 再 存在 ,这 时 可 以 推出 
—Ar = f, 

ди | 0 (1.3.13) 


Әп lao 


因此 我 们 不 加 任何 条 件 求 泛 函 《1.3.5) 的 极 值 , 则 得 到 的 解 自动 满 
足 e| = 0. 所 以 这 个 边界 条 件 叫做 自然 边界 条 件 ,而 #1ao0 
叫做 本 质 边界 条 件 。 所 谓 自然 边界 条 件 就 是 事先 不 要 求 函数 满足 
这 个 条 件 , 变 分 的 结果 自动 满足 边界 条 件 。 而 本 质 条 件 则 要 求 在 
满足 这 个 条 件 的 函数 中 求 泛 函 的 极 值 ,因此 用 Ritz 法 求 Poisson 
方程 的 Neumann 问题 的 解 既 不 要 求 坐标 函数 满足 边界 条 件 ,又 
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不 必修 改 证 函 ,因此 特别 方便 。 

从 и) 出 发 求解 是 以 最 小 势能 原理 为 基础 的 。 从 ЈАС) 出 
发 求解 的 基础 则 叫 作 广义 变 分 原理 。 关 于 弹性 理论 最 一 般 的 广义 
变 分 原理 由 胡 海 昌 和 磷 津 分 别 于 1954 年 和 1955 年 给 出 ， 钱 伟 长 
在 1964 年 提出 用 Lagrange 乘 子 法 建立 广义 变 分 原理 的 证 画 , 在 
他 的 专著 《 变 分 法 与 有 限 元 ?一 - 节 中 系统 好 阐 述 了 这 个 问题 ， 

应 用 Ritz 法 需要 构造 一 个 泛 函 ， 化 偏 微分 方程 边 值 问题 为 
证 函 的 极 值 问题 。1915 年 俄国 力学 家 Galerkin 提出 了 一 个 方法 ， 
可 以 不 用 构造 泛 函 直 接 求解 边 值 问题 。 以 Poisson 方程 的 Diri- 
chlet 问题 


Ar = Í, 
tu | ao = 0 
为 例 , 设 ф,(х,у) 是 满足 Ritz 法 要 求 的 坐标 函数 。 即 
(1) ф„(х»у)|вв = 0; 
Q) px(x,y) 彼此 线性 无 关 ; 
(3) іфлбх,у)} 是 完备 的 ; 


% и, = 5 скфкбх,У), 
к= 
其 中 a 是 待定 常数 ,满足 方程 组 


|| (Ax, — Р) ркаО = 0,4 = 1, 2,-•*,п, 
0 


r М 


或 者 Е 1，2， п, 


m=] И 


2 о 


(1.3.14) 
(1.3.14) 是 关于 с, cz ……，c。 的 代数 方程 组 ,从 (1.3.14) 中 解 出 
¿k 就 得 到 近似 解 ww。 这 就 是 著名 的 Galerkin 方法 。 可 以 证 明 
在 能 构造 泛 函 使 边界 值 问 题 化 为 变 分 问题 的 情形 下 ， 用 Ritz 法 
求 出 的 近似 解 和 用 Galerkin 法 求 出 的 近似 解 是 一 样 的 ,但 对 不 能 
化 成 变 分 问题 的 情形 Ritz 法 不 能 用 了 。 而 Galerkin 方法 仍 能 
用 ,因此 Galerkin 方法 的 应 用 比 Ritz 法 要 广 ， 
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Ritz 法 和 Galerkin 方法 产生 后 ， 由 于 计算 量 小 ， 数 值 结果 
好 ,因此 得 到 广泛 的 应 用 ,但 是 也 出 现 了 一 些 问题 ， 这 使 人 们 产生 
一 些 疑 间 : 

CI) Ritz 法 求 出 的 近似 解 是 否 收敛 ? 哪些 量 能 算 准 ? 哪些 
量 算 不 准 ? 

Q) 如 何 估计 近似 解 的 误差 ? 
显然 ,这 些 问题 对 实际 工作 者 是 很 重要 的 。 我 们 将 在 下 一 章 回答 
这 些 问题 ， 

1926 年 Treftz 提出 一 种 解 偏 微 分 方程 边 值 问 题 的 方法 , 现 
以 Laplace 方程 的 Dirichlet 问题 为 例 来 解释 这 个 方法 。 设 给 定 
的 边 值 问题 为 


位 一 ЖО, 


ujao =f. 


(1.3.15) 


它 的 真 解 为 а, Biz {ф„} 是 Laplace 方程 的 一 组 线性 无 关 解 ， 
并 且 是 Q@ 上 的 完备 系 ， 也 就 是 说 它们 的 线性 组 合 能 逼近 @ 上 的 任 


РК. Ф н, = 2 ctgt， 选 择 待定 常数 сь 使 
k=1 


JG, — u) = | [( Э и) ) + ( Kur = и) y] do 


(1.3.16) 
取 最 小 值 ,这 种 方法 的 物理 意义 是 使 近似 解 的 势能 J(w,) ЖШ 
解 的 势能 J(w)， 基 本 思想 仍 认为 有 只 要 Jlun) 一 JG), us 就 会 趋 
Жон. Ж w。 的 表达 式 代 人 《1.3.16), 这 时 Ли — и„) 变 成 
J (u 一 u,) = (| (Є – 5 с б) 


= L дх рар Ox 


上 ct 使 Ieta) = 0, Я 
k 
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由 
Әх 271" ағ 7 Әх 


ди 7 Pn) ĉr: | 

+ (2: — Em 40 = 0, (13175 
ду > ду / ду 

整理 (1.3.17) 式 得 


` Opn дф , IPn pk go 
>» I(E Өх ду н) 


- Je дра 十 и в) ао, (13.18) 
Ox Ox ду ду 


(1.3.18) 是 关于 с, 的 代数 方程 组 ,但 右 端 含有 未 知 函 数 # 而 无 法 
求解 ,必须 将 〈1.3.187 加 以 变换 ,根据 Green 公式 


|| (2 dpr + ди 29 dQ 
Ox Dr ду ду 


= | и дрк ds 一 | uAqprdQ, 
зо дп Ж 


и Ж (1.3.15) 的 解 ,从 而 有 #| = f. 再 根据 假设 Дра = 0, B 
以 
| (24 р + ди Ора) o — | f Ф= 4; 
Fa Ox ду ду ва O ° 
将 此 式 代 和 人 (1.3.18), 得 到 


т= 1 g Or Әх Әу ду 


-| OPE ds, k= ls, (1.3.19) 
求 出 cx 之 后 ，*。 也 就 确定 了 。 

求解 偏 微分 方程 的 边 值 问题 有 两 类 方法 。 一 类 是 选择 一 些 满 
足 边界 条 件 的 函数 , 作 它 们 的 组 合 ， 使 其 近似 苦 足 方程 。，Ritz 法 
就 是 这 类 方法 , 它 是 通过 使 泛 函 取 极 值 满足 方程 的 。 另 一 类 方法 
选 一 些 满足 方程 的 函数 , 作 它 们 的 线性 组 合 , 使 其 近似 地 满足 边界 
RE. Tretz 方法 实际 上 属于 这 一 类 。 即 x。 首先 满足 方程 , 通 近 
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ЛАВОВИ 4k, (zx u) 实现 的 。 若 w 及 其 前 二 阶 导数 
收敛 ， 满 足 方程 已 无 问题 ， 只 要 wao 一 了 就 可 以 了 ， 所 以 使 
Ји 一 и) 最 小 相当 于 使 wx。 在 边界 上 按 菜 种 意义 还 近 j 太 


Treftz 方法 有 一 个 有 趣 的 性 质 , 由 (1.3.17) 及 и, 一 > сер, 


Өх Өх / Өх ду ду Əy 


用 这 个 公式 计算 Ju u) 可 得 
Е e= у] 


СС (г) (у) 


wa || (ах 


2 ди ди, _ 2 ди ди, do 
“Bx Ox ду ду 
_ | Пау (о (= y — (2 у ао, 
g -‹Ӧх Oy Ox Oy 


(1.3.20) 
HF J(w 一 и,) 2 0 故 由 (1.3.20) ЯП 
Ји) 2 Tn). (1.3.21) 


从 物理 观点 看 ，Ritz 法 以 最 小 势能 原理 为 基础 ,所 以 近似 解 的 势 
能 大 于 真 解 势能 ,因此 J) 给 出 了 JG) 的 上 界 。Treftz 以 最 
小 余 能 原理 为 基础 ,所 以 u) 是 JG) 的 下 界 。 这 种 给 出 上 下 
界 的 方法 很 重要 ，Ritz 法 和 Treftz 方法 并 用 就 可 以 同时 给 JG) 
的 上 界 和 下 界 , 定 出 误差 范围 ， 

最 小 势能 原理 说 明 在 连续 介质 中 平衡 位 置 势 能 最 小 ， 余 能 原 
理 表 示 在 平衡 问题 中 ,连续 介质 使 势能 最 大 ,介质 不 连续 使 势能 减 
小 。 

从 物理 观点 看 ，Ritz 法 是 以 最 小 势能 原理 为 基础 的 ，J (nw。) 
相当 于 势能 ， 对 按 Ritz 法 求 出 的 u, Ju) 单调 下 降 ， 并 且 
Jua) 是 非 负 的 。 因 此 Jiu) 应 该 有 极限 ,从 而 s, 也 有 极限 , 即 
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存在 这 样 的 {a。} 为 极 小 化 序列 。 藻 函数 u 是 и, 的 极限 函数 ， 
И) limu, = mo, MÜ uo 就 是 问题 的 解 ， 这 样 Ritz 法 的 收敛 性 似乎 


不 成 问题 .然而 事实 上 并 不 完全 如 此 ,问题 恰恰 在 于 极 小 化 序列 不 
一 定 收敛 于 一 个 极限 函数 ， 极 小 曲面 问题 给 出 一 个 简单 例子 ， 所 
亩 最 小 曲面 问题 ， 就 是 在 以 给 定 闭 曲线 为 边界 的 曲面 中 找 出 一 个 
曲面 ,使 其 面积 最 小 。 这 个 问题 的 数学 提 法 如 下 : 设 给 定 空间 曲 
RCE ху 平面 上 的 投影 曲线 所 围 的 区 域 为 8， 我 们 在 通过 5 的 
所 有 具有 分 段 连续 微 商 的 曲面 中 求 曲面 z 一 z(x,y)、 使 


|! М1 + z: + z ахду 
р] 


ЖЛ. XE БОЕ Ж Гоно Ве Арт АО, AA EER EE S n] bk 
BRERA ЗЯ, АННО АЗЕ Br < ES 4y ТЩП НУШ 
积 之 和 ， 若 取 C 为 平面 曲线 ,例如 , 取 С 2 SR Gris, ИРА z 一 0 
给 出 了 极 小 ,也 就 是 说 ху 平面 本 身 给 出 了 极 小 ， 凡 通过 上 述 夯 霹 
而 面积 收敛 于 1 的 任何 一 串 曲 面 都 是 一 个 极 小 化 序列 现在 我 们 
可 以 造 出 一 些 曲 面 ,它们 分 段 连续 可 微 ,通过 圆周 ， 面 积 任意 接近 
1, 可 是 在 有 些 点 ,表示 它们 的 函数 z(x,y) 并 不 收敛 于 0， 甚 至 为 
任意 大 ， 例 如 ， 芳 虑 一 个 高 为 1 RERA s MERRE z? 一 0 上 
的 圆锥 , 取 这 个 锥 面 及 上 述 圆 在 锥 底 之 外 部 分 所 做 成 的 曲 而 ,这 个 
曲面 的 方程 为 


1 一 L, r <s, 
z= Е 
0, s< r<1, 

其 中 r 表示 点 到 圆心 的 距离 。 这 个 曲面 的 面积 为 

1—xe:+ rey lte, 
当 8 -> 0R MERET 1, 它们 通过 单位 贺 ， 因 此 构成 一 个 极 小 化 
序列 。 但 这 些 曲面 做 成 的 极 小 化 序列 并 不 收敛 于 zx 一 0， 特别 是 
在 锥 的 顶点 7 = 0 处 不 收敛 于 零 。 容易 看 出 若 在 贺 内 另 一 点 放 上 
类 似 的 圆锥 , 便 可 造 出 一 个 极 小 化 序列 在 两 个 点 上 不 收敛 于 0. 类 
似 可 以 构造 出 在 有 限 个 点 上 不 收敛 于 0, 甚至 发 散 的 极 小 化 序列 ， 
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便 如 ,到 锥 高 为 0， BRI — Jote, RER S= zeVP + =, 


取 o= F SS 一 *wWsTe->0。 即 极 小 化 序列 可 以 在 有 限 
E€ 


个 点 上 发 散 ,甚至 可 以 在 圆 内 一 个 稠密 集 上 发 散 。 一 点 不 收敛 ,你 
可 以 忽略 ， 认 为 是 局 部 现象 、 有 限 点 发 散 就 不 能 忽略 。 而 在 称 密 
集合 上 发 散 , 看 起 来 几乎 黑 压 压 一 片 ,使 人 惊 详 , 使 人 不 得 不 重视 . 

另 一 个 例子 是 Lapiace 方程 的 Dirichlet 问题 。 选 取 在 9 内 
连续 分 片 一 次 的 可 微 函 数 # (满足 ulao 一 0)， 使 


JG) = || G + 12) drdy 
J 


最 小 ,这 个 问题 的 解 显然 是 и за 0. 设 在 区 域内 取 一 个 圆心 在 
原点 ,半径 为 а(а < 1) ЮА. | 
令 . 
0, # 9 B| r 一 “之 外 ， 
__ Aln 一 


ф„бх,у) = ‚ 2 < r < a, 
Ina 


A, 0 < r < z, 
显然 pry) 连续 且 分 片 光滑 , 改 用 极 坐标 


р) = || (pe + Lok) raras, 
0 


事实 上 
Opa _ дф, cos + др, їп Ө, 
Өг Ox Oy 


„Ра. 2. cos, 


дф. _ дф, 0 
га; Br T sin0) + Š 


САИС 


= (pacos? + po sinf Y + (—g,, sin0 + Pecos OF 
= p (cos + sin?) + g, (cos20 + sin20), 
一 фа, + Piys 
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Z a> ok}, Ба ЈСр,) = 0, p, 构成 极 小 化 序列 ,但 从 
- Hm Ф, (х,у) = [t 0, 
Í (А, т = 0 
并 不 能 得 出 x = 0, 
虽然 由 极 小 化 序列 不 能 导致 imu, =m, H Ritz 法 求解 


一 些 边 值 问题 却 十 分 成 功 。 如 何 解释 这 个 问题 呢 ? Göttingen 大 
学 的 另 一 名 数学 家 Friedrichs 对 这 个 问题 作 了 深入 的 研究 ,尽管 
在 极 小 曲面 的 例子 中 可 以 在 一 个 稠密 集合 上 发 散 ， 但 是 其 测度 为 
零 ,只 是 表面 上 点 很 多 而 已 。 他 发 现 , 虽然 按 Ritz 法 求 出 的 近似 
解 u, 不 一 定 逐 点 收敛 到 z， 但 是 如 果 将 收敛 的 定义 改 为 均 方 收 
化， 那么 ，x。 仍 然 收 剑 于 mw， 也 就 是 说 


lim || (s, — «)40 = 0, 
为 了 得 到 这 个 结果 RIA 356 Fk yy sk ES — rir R iB pb, 
是 势能 收 伍 与 解 收敛 之 间 的 关系 。 我 们 从 简单 问题 和 人手 ， 先 考虑 
一 维 的 情形 。 假 设 ,0(0) 一 x(0) 一 0,， 则 


ta 人 (%) 一 (z) 一 | (и. 一 ш) de, (1.3.22) 
将 上 式 两 端 平方 并 利用 Schwarz 不 等 式 可 得 
(и, (х) — m(z)) 一 (| #, 一 279] 
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< | рах |, (и, — ua) dz = х | (м, — uo) dx, (1.3.23) 
в 0 0 
假设 0 =< х< 0, 
ual) — и (x) < а | (м, — uY dx. (1.3.24) 
20 


这 说 明 在 一 维 情形 如 果 zs(0) 一 uC0)， 那 么 从 导数 的 均 方 收 第 
能 推出 函数 的 逐 点 收 仿 .事实 上 从 《〈1.3.22) 可 以 看 出 , 若 


|, (н, — Wo’dx — 0, 


W #„(х) 不 仅 逐 点 收敛 于 mm， 而 且 一 致 地 收敛 于 mw。 也 就 是 说 
在 и„(0) = „(0) = 0 的 条 件 下 ,导数 的 均 方 收敛 能 推出 函数 的 一 
致 收敛 .从 而 在 一 维 的 情况 下 ,我们 可 以 设想 按 Ritz 法 求 出 的 近 
似 解 一 致 收敛 于 真 解 。 这 里 u0) = u0) = 0 的 条 件 不 能 去 
掉 , 如 果 没 有 这 个 条 件 ,结论 显然 是 不 对 的 。 前 面 的 例子 告诉 我 们 
在 二 维 情 况 下 并 不 如 此 。 那 么 在 二 维 情况 下 ， 导 数 的 均 方 收敛 和 
В J y ik aZ АРНАГА OS RUB? Friedrichs 于 1928 年 证 明 ， 
对 满足 s|əo = 0 的 函数 ,存在 与 # 无 关 的 常数 C， 使 

(| нао < С || (и + 1549, 

д б 
Ан Е ЖИК ӘС ЕШ ВАУ УЧ. АУК ДИН Friedri- 
chs 不 等 式 ，Friedrichs 以 这 个 不 等 式 汶 基础 证 明了 Poisson 9 
程 的 Dirichlet 问题 ， 按 Ritz 法 求 出 的 近似 解 均 方 收敛 于 真 解 。 
事实 上 ,能 量 收敛 就 是 一 阶 导 数 的 均 方 收敛, 因此 不 仅 w。 均 方 收 
ATF к, WE xs。 的 一 阶 导 数 也 均 方 妆 伍 于 mm ВОИ, ВТ 
以 这 种 收 伍 是 函数 本 身 连 同一 阶 导 数 的 均 方 站 伍 ， 在 一 维 情形 是 
函数 本 身 的 一 致 收 伍 和 导数 的 均 方 收 伐 ， 这 表明 收敛 情况 与 维 数 
ж. 

我 们 知道 ,对 有 界 域 而 言 , 若 =, BUAT s, Ш w。 必 然 : 
均 方 收 伍 于 4， 反 过 来 则 不 成 立 ， 同时 均 方 收敛 对 我 们 比较 陌 
生 , 物 理 意义 也 不 清楚 ， 而 且 均 方 收敛 似乎 很 粗糙 ,所 以 我 们 比较 
喜欢 一 致 收敛 ， 下 面 我 们 来 探索 均 方 收敛 的 物理 意义 。 首 先 我 们 
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来 证 明 下 面 的 结果 
若 lim fj (и. 一 „учо = 0， 则 对 2 的 任何 子 域 О, KER 
о 


平方 可 积 函 数 gp， 都 有 
lim || “u„pd2 = je (1.3.25) 


1 


证 明 由 Schwarz 不 等 式 可 知 


@-\) pudo | < | н, — “|40 


<| | gaoj [fi raaj Ë 


0, 


ат [Гомо жаал, Н. пи |[с,— учо 一 0 所 
0, 


о. 


以 ||| pu,d2 — |} pudQ | — 0, JBN (1.3.25) Ж. 
Q: O 


如 果 取 ?在 О, 内 为 1, 在 О, 外 为 0， 申 当然 是 平方 可 积 函 
数 ,根据 (1.3.25) 式 就 有 


lim || и,а0 = | ee， (1.3.26) 


从 而 在 9, F а, БЫТ а. 注意 Q, 是 @ 的 任意 子 域 ， 我 
们 不 妨 把 8， 取 的 任意 小 ， 而 (1.3.26) 断定 对 任意 小 的 区 域 Q, 
и. 都 平均 收敛 于 w， 或 者 说 w。 局 部 平均 收敛 于 и. 我 们 证 明 
的 命题 可 以 叙述 成 : 若 <, ЖО БЕКСЕ x， 则 在 0 的 任意 
PR Q, E un 局 部 平均 收 伍 于 wx。 应 该 指出 , 由 于 点 没有 大 小 ， 
所 以 不 能 测 出 物理 量 在 一 点 的 值 。 而 任何 仪器 所 测 得 的 物理 量 在 
一 “点 ”上 的 值 ， 实 际 都 是 在 一 个 区 域 上 的 平均 值 因此 局 部 平均 收 
敛 或 均 方 收敛 在 实用 上 已 经 够 了 ， 

Friedrichs 明确 要 证 明 的 是 函数 连同 导数 的 均 方 收敛 ， 为 引 
Ж Sobolev 空间 打下 了 基础 . 为 了 证 明 Poisson 方程 的 Dirichlet 
问题 Киз 法 的 收 伍 狂 ,需要 用 Friedrichs 不 等 式 , 对 Neumann 
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问题 需要 poincare 不 等 式 ， 对 第 三 边 值 问题 需 用 另 一 种 形式 的 
Friedrichs 不 等 式 ,每 一 个 不 等 式 的 证 明 都 不 一 样 , 我 们 要 研究 
Ritz 法 的 收敛 性 ,但 是 我 们 不 想 一 个 问题 一 个 问题 的 证 明 , 而 是 想 
在 更 高 的 观点 上 统一 地 解决 这 个 问题 ， 为 此 我 们 要 研究 Hilbert 
空间 理论 ，。 
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第 二 章 Hilbert Z [H 


上 一 章 的 研究 路 线 可 以 归纳 如 下 ， 
偏 微 分 方程 边 值 问 题 化 为 在 满足 边界 条 件 的 品 数 类 中 求 基 一 
EA 7(w) 的 极 值 ， 证 明 解 的 存在 性 化 为 构造 坐标 数列 {фа}, W 


足 边 界 条 件 ， 且 是 完备 的 . 令 гон => cep xs y), 3 选择 cit. c, 使 


ик) ТИТ 

在 第 一 章 中 是 先 给 定 泛 函 ,使 法 函 取 极 值 , 导 出 它 的 Euler 方 
F., Riemann 将 问题 反 转 , 化 微分 方程 边 值 问题 为 求 泛 函 的 极 值 ， 
这 时 先 有 泛 函 ， 后 有 方程 ， 但 若 先 给 定 方程 ， 则 求 一 个 泛 函 使 它 
的 Euler 方程 恰 为 给 定 的 方程 显然 是 一 个 新 闻 题 。 如 果 说 给 定 泛 
Ж ЖЕҢ Euer 方程 和 取 极 值 的 必要 条 件 相 当 于 对 泛 函 求 微 
分 ”, 那 么 给 定 一 个 方程 求 一 个 泛 函 使 它 的 Euler 方程 恰 为 给 定 的 
方程 就 相当 于 求 “ 不 定 积分 "。 这 是 一 个 更 困难 的 问题 ， 如 何 用 统 
一 方法 证 明 相 应 的 泛 孙 极 值 问 题解 的 存在 性 也 是 一 个 棘手 的 问 
题 。 至 于 构造 坐标 函数 ， 对 于 一 般 的 区 域 和 边界 条 件 要 构造 一 系 
列 满足 边界 条 件 的 函数 已 非 易 事 ， 证 明 它 们 的 完备 性 那 就 更 加 困 
ЖЕ, 证 明 近 似 解 的 收敛 性 也 是 相当 困难 的 问题 。 上 一 章 已 经 指 
出 ,收敛 性 的 概念 需要 扩展 ， 困 难 的 问题 使 数学 家 们 寻找 新 的 出 
路 ， 寻 找 新 的 工具 。 有 趣 的 是 正如 同 当年 求 瞬 时 速度 、 昌 线 的 切 
线 .函数 的 极 值 等 不 同 问题 都 归结 为 微 积分 一 样 ,上 述 这 些 问 题 的 
解决 都 归结 为 Hilbert 空间 还 论 . 不 同 的 道路 都 通 向 一 个 归宿 ， 
Hilbert 空间 理论 不 是 突然 产生 的 。 这 里 我 们 简单 地 追 述 一 下 
Hilbert 空间 的 历史 ， 
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几何 学 有 着 光荣 的 历史 ， 从 尼罗河 流域 的 土地 测量 和 古 埃及 
的 纸 草 卷 开始 ,在 世界 的 几 百 种 文明 中 ,许多 民族 都 有 自己 粗 陋 的 
几何 ， 然 而 只 有 希腊 人 招 它 提 高 到 理论 的 高度 。 在 Ptolemy = 
朝 时 期 ， 亚 历 山大 城 的 Euclid 以 几 条 公理 为 基础 ， 使 得 全 部 
几何 学 都 能 按 指定 的 推理 规则 从 这 几 条 公理 汝 绎 出 来 ， 这 座 壮 丽 
的 科学 大 厦 外 表 那 么 富丽 堂皇 ,内容 那 么 深刻 ,丰富 ， 推 理 那 么 严 
È ,结构 却 十 分 简单 .几何 学 开阔 了 科学 家 和 哲学 家 的 眼界 。 Euc- 
lid 几何 不 仪 成 为 训练 每 个 科学 工作 者 逻辑 思维 能 力 的 工具 ， 而 
且 成 为 建立 新 科学 的 样板 ,许多 哲学 家 和 科学 家 认为 世界 万 物 尽 
管 形 形 色色 ,错综复杂 ,然而 它们 的 结构 应 该 是 简单 的 ， 字 宙 应 该 
是 简单 的 .和谐 的 , 受 少数 基本 规律 的 支配 。 这 些 基本 规律 可 以 用 
数学 形式 表示 ， 而 其 它 规律 可 以 由 这 些 基 本 规律 资 绎 出 来 。 这 一 
点 鼓舞 着 科学 家 们 去 探索 物质 世界 的 奥秘 ， 寻 求 其 数学 规律 。 几 
何 学 则 成 为 他 们 的 样板 和 工具 。 几 千 年 来 , 从 Plato 到 Kepler, 
从 Newton 到 Einstein， 许 多 学 者 都 受过 这 种 思想 的 影响 。 

Fermat 和 Descartes 创立 解析 几何 学 ,把 代数 和 几何 联系 起 
来 ,为 几何 学 提供 了 新 的 强 有 力 的 工具 ,不 仅 大 大 地 扩展 了 几何 研 
究 的 范围 ,而且 解决 了 许多 初等 几何 本 身 不 能 解决 的 问题 。 New- 
on, Leibniz 完成 了 微 积 分 Gaus 用 分 析 工 具 研 究 了 曲面 上 
的 几何 。Riemann 把 它 推广 到 高 维 流 形 Galois 创立 Galois Ж 
论 ， 彻 底 地 解决 了 代数 方程 的 根 式 求解 问题 及 初等 几何 尺 规 作 图 
问题 。 他 们 都 用 新 的 工具 研究 几何 ， 解 决 了 初等 几何 不 能 解决 的 
问题 。Euler 和 Bernoulli 兄弟 的 工作 , Lagrange 的 “分 析 力学 ”， 
Laplace 的 “天 体力 学 ”都 用 分 析 方 法 取得 了 辉煌 的 成 就 。 尽管 
Monge 及 其 学 生 企图 复兴 几何 ,然而 在 19 世纪 ， 几 何 学 的 光辉 的 
地 位 被 分 析 取 代 , 分 析 方 法 取得 了 伟大 的 胜利 。 通常 人 们 把 中 学 
里 学 的 几何 和 代数 看 作 初等 数学 ,把 微 积分 、 微 分 方程 等 看 成 高 等 
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数学 、 高 等 数学 高 于 初等 数学 。 但 是 正如 Monge 指出 的 那样 ， 
分 析 学 家 对 结果 作 几 何 解释 ， 可 以 直观 地 指导 自己 的 工作 ， 在 研 
究 函 数 序列 (рар 的 完备 性 时 ，Hilbert 指出 , 正 如同 # 维 Euc- 
lid 空间 中 的 一 个 点 由 它 的 # 个 坐标 给 定 一 样 、 一 个 函数 由 它 的 


Fourier 系数 fi 给 出 ,这 些 系数 满足 У) р < 十 co。 他 还 引进 了 


实数 序列 (x) 使 得 5 x < +оо, Schmidt 和 Frechet 把 序列 


i=1 


{х„} 看 成 一 个 点 ， 函 数 被 表示 成 无 穷 维 空间 的 点 ，Riesz 和 Fi- 
sher 证 明 ,在 Lebesgue 平方 可 积 图 数 与 它们 的 Fourier 系数 所 
成 的 平方 可 和 序列 之 间 ， 存 在 一 个 一 一 对 应 关系 。 平方 可 和 序列 
可 以 看 成 无 穷 维 空间 中 的 坐标 ， 无 穷 维 空间 是 Euclid 空间 的 推 
广 ,许多 分 析 的 结果 都 可 以 在 无 穷 维 空间 中 得 到 解释 。 下 面 我 们 
用 几何 类 比 的 方法 将 分 析 结 果 赋 以 几何 意义 : 


向 量 (9,59, 66,89) 函数 fO) 
长 度 : ПАР БР” Wl—||rCPya0 
iel 0 
EN: оСһ, А) = W — hl ehs) = ЇҺ— hl 


- ч” py = (in — чо} 


И: Р 0+» f, — fl>0 J,—!— 0 S Н 0 


内 积 : Go 1) = УЗ PR (向 一 人 PCP)PCP)ae 
izt F 
EZ: (oh) = 0 о, f) == (APPa 
2 
= 0 
单位 正 交 系 : {ea} 标准 正 交 系 : lp 
с) 017) ЕХ „-{ 
Pi Pi Pi? loixj 
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YEE”, j= У) hei f= > fier 
i=} =1 

& Æ f OER, f 在 e; h æt Fourier 系数 ， 

上 的 投影 方 一 (4,e;) J = Ф,ек) 

通过 这 种 类 比 给 函数 定义 长 度 . 距 离 和 内 积 , 并 把 这 样 得 到 的 
带 有 长 度 和 内 积 的 在 2 上 平方 可 积 的 函数 的 集合 叫做 L: 空间 ， 
WA 120). 有 了 距离 就 可 以 定义 极限 ， 有 了 内 积 可 以 定义 负 
BE. 由 Euclid 几何 可 知 ,， 若 6 是 向 量 h 和 5 之 间 的 夹 角 ， 则 
СА, 5) 一 全 川 庆 lecos9， 即 两 个 向 量 的 内 积 等 于 两 个 向 量 长 度 的 


乘积 再 乘 以 它们 之 间 夹 角 的 余 蓄 ,从 而 cos9 一 peh, 因此 有 


了 长 度 和 内 积 可 以 定义 角度 ， 特 别 是 可 以 定义 函数 间 的 角度 。 若 
两 个 向 量 正 交 , 则 Ө = 90°, Mm СА, А) = 0. KERE F Rf, 
不 是 零 向 量 , 由 (J.F) 一 0 可 以 推出 cos@ = 0, h 5 h EX. 
因此 可 以 用 (f fD 一 0 来 定义 h 5 h EZ. 对 函数 来 说 ， h 


和 h 正 交 就 是 | APO = 0. # {pxP)} 是 0 上 的 单 
位 正 交 系 ， 则 必须 有 || wxP?eo ~ 1, H g (P)e (P)d4Q=0, 


iz j. X =E Euclid 空间 Е", Ж ессе, 是 Е" 的 单位 正 交 
系 ， 则 E” 中 的 任意 向 量 f 可 以 写成 f= het he +... + 
Һе, Жү fis fttt fa 是 {的 各 个 分 量 ， 将 上 式 两 端 与 ex fE 
内 积 ,由 于 (ee) = 1, (eise) = 0 G = j), RE fe = Crer), 
URB 个 分 量 等 于 了 与 e 的 内 积 。 注 意 
(ье) = ПЯШек1 cos, 

6 是 了 和 ек Я, (е = 1, В ПА 相当 于 了 在 ex 上 的 
投影 。 对 函数 而 言 , 可 以 把 标准 正 交 系 当 坐 标 系 ,而 任意 函数 可 以 


用 坐标 系 表示 出 来 .例如 取 2 一 [0,/], pe) 一 (2 sin =, 


容易 验证 ， | pk(zJpiCeJdz = ,因此 {pxCw)} 是 10,1 


бах, 
° 5] * 


上 的 单位 正 交 系 。 根据 Fourier 级 数 的 展开 定理 , 任意 满足 
00) = К) = 0 的 连续 可 微 函 数 都 可 以 对 {qa(x)} 展开 成 


IG) 一 > Фак), 


其 中 h Оор) = | рабе) б 加 做 f(s) RIE k У Fourier" 


系数 。 如 果 把 ptkx) 看 成 坐标 向 量 ， 则 f 可 以 看 作 f 的 坐标 或 
Ж Í 在 p, 上 的 投影 ,注意 在 Euclid 空间 中 坐标 向 量 的 个 数 等 于 
空间 的 维 数 。 而 现在 a) 有 无 穷 多 个 ， 因 此 是 无 穷 维 空间 . 
Fourier 级 数 仅仅 是 标准 正 交 系 {prCx)} 的 特殊 例子 。 {pxCx)} 
还 可 以 取 成 Bessel 函数 ，Legendre ЖИК НЕВА, ЕИП 


都 有 IG) 一 2; horl), 因此 右 端 叫做 fx) 的 广义 Fourier 


级 数 。 按 Fourier 级 数 展开 , 按 Bessel 函数 展开 , 按 Legendre PA 
数 展开 在 分 析 上 是 不 同 的 . 现在 给 出 统一 的 几何 解释 ， 从 LC) 
观点 来 看 ,它们 只 不 过 是 按 不 同 坐标 系 的 表示 。 用 几何 类 比 可 以 
为 解决 高 等 数学 问题 提供 直观 背景 和 新 的 途径 ， 还 可 以 猜 出 一 些 
定理 。 例 如 在 # 维 Euclid 空间 中 对 任意 向 量 j 都 有 


IF УУР, 其 中 [| 是 向 量 的 长 度 , i 是 了 的 第 :个 分 量 ， 
以 上 实际 上 是 勾 股 弦 定 理 ， 将 其 推广 到 无 限 维 空间 Lx(9) 中 就 
有 If 一 X f 这 里 i= || fdo, = | (Pp СР)а0, 
і= 1 0 

ФАР) 是 LO) 中 的 单位 正 交 系 ， 这 就 是 Fourie 级 数理 论 中 
的 Parseval 恒等式 , 

从 Euclid 几何 我 们 知道 ,平面 外 一 点 到 平面 的 最 短途 径 是 过 
这 点 到 平面 的 垂 线 。 假 设 此 平面 用 表示, f 是 x Ihis e e 
是 上 彼此 正 交 的 单位 向 量 , 则 平面 上 的 任 一 向 量 可 以 写成 

X = хе, Kt, 
设 平面 x* 上 与 j 距离 最 近 的 点 为 有， 则 fL z, 设 /一 je, 十 
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十 es + he, {еее} 是 三 维 Euclid 空间 的 标准 正 交 系 ， 
h = xe, + t3, 
则 有 (f о, е) = 0, i5 
1, 2 或 者 x == (f, е) = 
k. 类似 地 ;如 果 ipt Ж 
L: (Q) 中 的 标准 正 交 系 ， 
ВА Pis фз, ``". 的 线 
性 组 合 构 成 1200) 中 的 
一 个 有 限 维 子 空间 ， 记 这 
个 空间 为 rw。 假设 于 不 
Ж я АЉ, Елф 
距 f 最近 的 点 就 相当 于 选 
择 常 数 Cis ca Съ 使 


m 


в || (— 5 нуво a = fo k= 1, 2,555, ny ЖЕ 


сь 恰 是 f 的 Fourier 系数 ， 用 高 等 数学 的 术语 来 说 就 是 ,一 个 函 
ЖН) Fourier 级 数 的 前 s 项 之 和 是 对 这 个 函数 在 最 小 二 乘 方 意义 
TOREEN. 上 述 问 题 可 以 看 成 是 求 нєл, E 


и) = || (f — «уао 
2 


取 极 小 值 ， 类 似 地 ，Ritz 法 是 求 w€ =, EZA 
Ји) = | G + u, + 2{н4)4@ 


2 
取 极 小 值 。， 如 果 能 将 JC) 解释 成 了 到 =。 的 距离 ,那么 最 小 势 
能 原理 可 以 解释 成 ， 在 子 空间 =, 内 求 一 点 与 re 外 的 点 了 距离 
RE. 一 旦 变 分 原理 有 了 几何 解释 ， 许 多 数学 物理 问题 可 以 按 几 
何 思想 处 理 。 几 何方 法 是 我 们 熟悉 的 ， 这 就 为 我 们 提供 了 一 个 新 
的 锐利 工具 ,也 就 是 解决 问题 的 Hilbert 空间 方 靶 。 
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在 科学 研究 中 ,常常 设想 一 些 新 的 概念 ,以 求 达到 对 事物 统一 
的 理解 .现在 我 们 要 虚拟 一 种 几何 ,将 分 析 和 几何 统一 起 来 (当然 
只 是 部 分 的 统一 ) ,为 了 建立 这 种 虚拟 的 几何 ， 我 们 就 要 从 有 限 维 
空间 进 和 人 到 无 限 维 空间 ， 

我 们 要 建立 的 统一 是 在 一 种 “虚拟 ”的 空间 中 的 统一 ,这 种 “ 虚 
拟 ” 的 空间 不 是 凭空 产生 的 ,而 是 我 们 经 过 研究 三 维 空间 的 基本 性 
质 , 然 后 再 研究 具有 类 似 性 质 的 对 象 。 把 这 些 性 质 抽出 来 , 抛 开具 
体 的 对 象 ,赋予 抽象 的 形式 . 

先 状 虑 向 量 的 加 法 以 及 向 量 与 数 的 乘法 ， 研 究 它 们 有 哪些 性 
质 。 设 х,у, 是 向 量 ，w 和 8 是 数 ， 显 然 它 们 具有 以 下 一 些 性 
质 : 

х + у= у +, ЖА, 

r+ (y + z) = (z + y) + z, ЖЕ, 

对 任何 向 量 x 和 zx 有 而 且 仅 有 一 个 向 量 》. fx + y = 2 

1 x= x, оСВх) = (а8)х, ЖЕ. 

(а + b) = ох + Вх, а(х + у) = ex + ау, У, 

注意 如 果 我 们 将 向 量 х,у, 2 换 成 函数 jg,p,a 和 8 仍 看 作 
普通 的 数 , 把 向 量 加 法 理解 成 遂 数 之 间 的 加 法 、 数 和 向 量 的 相 葬 理 
解 成 数 和 函数 的 相 乖 ， 那 么 上 述 一 些 性 质 仍然 成 立 ， 因 此 我 们 讨 
论 一 些 元 素 的 集合 苹 ， 义 既 可 以 是 向 量 ,也 可 以 是 函数 ,还 可 以 是 
别 的 东西 。 在 和 上 定义 两 种 运算 ,一 种 叫做 元 素 之 间 的 加 法 ,一 种 
叫做 元 素 和 数 的 乘法 ， 规 定 它们 必须 满足 前 面 所 说 的 性 质 。 这 样 
的 定义 是 抽象 的 ,但 正 因 其 抽象 , 它 才 有 广泛 的 应 用 ， 

现在 用 数学 语言 来 表达 前 面 的 思想 。 如 果 在 集合 X 上 定义 
Y HE z 十 》 以 及 乘 以 常数 的 乘法 ax， 并 满足 以 下 关系 : ”如 果 
r€ X, ye X А х +УуЄХ, ахєхХ, Ep a ніт, r+ 
y = y + x, х + (3 + z) = (z + y) + z, 1—0] fü z АХ 
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有 一 个 ?， 使 得 * 十 ?一 z，lx 一 xz。 对 任何 实数 和 P, 
(аВ) (х) = а(Вх), (а + #@)х = ах + 8х, а(х + y) = ах + ay, 
ДХ 0—8, 这 里 对 一 切 x 和 z 有 且 仅 有 一 个 y, 使 
得 * 十 ?一 xs。 这 里 包含 两 个 特殊 意思 ,《1) 如 果 z= *， 则 认 
为 是 零 元 素 。 (2) 如 果 z 是 零 元 素 , 则 ? 为 一 +*。 下面 给 出 线 
性 空间 的 一 些 例 子 。 

例 2.2.1 1; X ЖЕТ n 维 向 量 的 集合 , x 一 (zzz ze)y 
у == (у, у, 777,7,), о 是 任意 实数 ,定义 : 

х + y= (x, + уу,ху ух, + y.) 
ах = (zx, G, 0X, ), 
容易 验证 这 禅定 义 的 和 构成 一 个 线性 空间 。 

例 2.22 设 式 是 定义 在 有 界 闭 域 2 上 的 全 体 实 值 连续 函数 
JG) 的 集合 ,定义 G + z)(=) = 1(x) + g(x), Сар) = afle), 
= UE X EREZA. 

223 设 X 是 所 有 定义 在 9 上 Lebesgue 平方 可 积 的 函数 
f(x) 全 体 的 集合 。 按 例 2.2.2 的 方法 定义 加 法 和 乘法 ， 则 和 美 是 线 
性 空间 。 

例 224 所 有 不 超过 ”次 的 多 项 式 按照 例 2.2.2 或 例 2.2.3 定 
义 的 加 法 和 乘法 构成 一 个 线性 空间 。 它 是 例 2.2.3 和 例 2.2.3 所 示 
的 线性 子 空间 , 

例 225 所 有 9 上 无 穷 多 次 连续 可 微 函 数 的 集合 按 前 面 所 
定义 的 加 法 和 乘 落 也 梅 成 线性 空间 ， 它 显然 比例 2.2.2 和 例 2.2. 3 所 
给 定 的 空间 小 ,但 比例 2.2.4 给 定 的 空间 大 ， 

例 226 满足 ulao 一 0 的 无 穷 多 次 连续 可 微 函 数 的 全 体 ， 
按 前 面 给 定 的 加 法 和 乘法 也 构成 线性 空间 ， 它 显然 是 例 2.2.5 所 给 
空间 的 子 空间 . 

线性 空间 建立 在 向 量 代 数 运算 的 基础 上 , 但 只 有 代数 运算 还 
不 能 构成 几何 ,为 研究 几何 必须 在 线性 空间 多 中 定义 长 度 , 我 们 对 
线性 空间 XX 的 每 个 元 素 定 义 了 一 个 相当 于 向量 长 度 的 数 ÚX], 并 
使 其 满足 以 下 条 件 ， 


 $5 。 


(1) 151220, B. 151 = 0 当 且 仅 当 x 一 0， 

(2) 对 任意 实数 e 及 X 中 的 任意 元 素 z, az] = jalll 

(3) 对 和 中 的 任意 元 素 z 和 y, 15-91 < leli. (22.1) 

以 后 把 这 三 茶 电 做 范 数 公理 。 范 数 相当 于 长 度 ， 线 性 赋 范 空 
间 相 当 于 定义 了 长 度 的 线性 空间 。 这 里 定义 长 度 的 手法 仍然 是 先 
研究 长 度 具 有 哪些 基本 性 质 ， 然 后 把 满足 这 些 性 质 的 对 象 叫做 长 
度 。 先 考虑 二 维 向 量 空间 ,每 个 向 量 都 有 一 个 长 度 , 用 数学 语言 来 
说 ,对 每 个 向 量 *， 都 有 一 个 实数 |z| 与 之 对 应 。 向 量 的 长 度 应 
是 非 负 的 ,向 量 的 长 度 是 零 当 且 仅 当 它 是 零 向 量 。 用 数学 符号 表 
示 就 是 


х1 20 Н 11 = 0 004 х = 0, 
这 就 是 范 数 公理 第 一 条 。 在 二 维 空间 中 az = (anan), Поя 
Мох) + (ак) = |а| + аї = аа]. 这 条 性 质 可 以 写成 
laxi = 111, 这 就 是 
范 数 公理 的 第 二 条 。 在 平 
面 上 给 定 三 角形 如 图 所 
示 ， 由 于 三 角形 任意 两 边 
之 和 大 于 第 三 边 。 因此 
Па + x,| < а |+ 150, 
| Е 223 这 就 是 范 数 公理 的 第 三 
条 。 因 此 三 条 范 数 公理 完全 是 从 现实 长 度 所 具有 的 性 质 中 提炼 出 
来 的 ,现在 反 过 来 , 对 X 中 任 一 元 素 x, 使 其 对 应 于 一 个 实数 15], 
不 管 这 种 对 应 的 形式 如 何 ,只 要 它 满足 三 条 范 数 公理 ,就 把 а Bu 
做 x 的 范 数 ,或 者 叫做 x 的 长 度 , XX 叫做 线性 赋 范 空间 ， 也 就 是 定 
义 了 长 度 的 空间 ， 这 样 定义 了 范 数 之 后 ,大 大 扩展 了 长 度 的 范围 ， 
普通 的 向 量 长 度 只 是 它 的 一 种 特殊 形式 ， 还 有 许多 表面 看 来 完全 
不 同 的 东西 也 成 了 长 度 。 下 面 举例 说 明 这 点 . 
例 2.2.7 Хп ЕН АЈА, 若 x= (xi, z; tee, 
«„), у= бу, yx сс, y.) 是 和 中 的 任 章 向量 , a 是 任意 实数 , 定 
Хо x + y = (x, + Yis Z T y, ttg х, + y,)， ax = (ах, ..., 
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axs)， 前 面 已 经 指出 ,这 时 XX 构成 一 个 线性 空间 ，。 如 果 我 们 定义 
а 一 Vx 十 如 十 "… 十 台 ， 这 就 是 普通 4 维 向 量 的 长 度 , 它 显 
然 满足 范 数 公 理 。 因此 对 这 样 定义 的 范 数 ，X 构 成 线性 赋 范 空 
间 。 

例 2.2.8 设 X 是 所 有 在 Q 上 Lebesgue 平方 可 积 函 数 f(x) 
的 全 体 , 它 按照 G + z) GG) = JG) + gG), (ef)(x) 一 oaf(x) 构 
成 一 个 线性 空间 ,如 果 在 和 中 定义 范 数 : 


л! (рео), (22.2) 
o 


它 显然 满足 范 数 公理 前 两 条 ,第 三 条 如 下 证 明 ; 
lJ + g = || A + gll da = || РАО 
|| || 


+ | га? + 2 | ?га0. 


根据 Schwarz 不 等 式 
[Ж ЛШ 
о\ 


因此 АЕ 2) 


0 


х([| вао < (ао) + (J| ева) у 
= (H + |)”. 

从 而 lf + el < IA + lel. 
因此 范 数 (2.2.2) 满足 范 数 公理 (2.2.1)， 亦 即 久 构成 线性 赋 范 空 
间 , 记 以 12(0), 

例 2.2.9 定义 在 闭 域 8 上 的 全 体 实 值 连续 函数 f(x) 的 全 体 
按 GE g)(z2) = f(x) + (ж) Сар) (x) = af(x) 构成 线性 空间 ， 
如 果 我 们 定义 

ПАП 一 max1fG) |, (2.2.3) 
亦 即 H| 定义 成 |f(x)| 在 2 上 的 最 大 值 ， 可 以 验证 它 是 一 个 赋 
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范 线性 空间 。 事 实 上 , (2.2.1) 的 前 两 条 显然 满足 ,至 于 第 三 条 , 设 
Q+ g)G) 在 xn ARRA, N 
I+ gl = O + Cl = fr) + gCxo)| < 176) 
+ 1С) < шах |](ж) | + max|g(z)| 


= if] 1411, 
Ше. ЛЕЕ іа ССО) ЖЕНО E 
的 全 体 连 续 函 数 ,并 且 以 〈2.2.3) 为 范 数 ,这 个 空间 也 叫 C 25 [8]. 
有 了 长 度 就 可 以 定义 距离 ， 空 间 X 中 任 疮 两 个 元 素 z 和 ?之 


间 的 距离 可 以 定义 成 。 
р(=,у) = |х — уй, 


即 点 * 与 点 》 之 间 的 距离 等 于 向 量 > 一 9 的 长 度 ， 有 了 距离 就 可 
以 定义 极限 。 设 序列 {x,} 是 关中 的 元 素 ， 如 果 能 在 外 中 找到 一 
个 元 素 хо, 使 limeÇz,,z0) = 0, 就 称 序列 {х„} 的 极限 是 хо, l 
以 lim z, = x, Й 2.2.7 Ki, р(х„,%) 就 是 普通 的 Euclid 距 


离 . 收 全 就 是 Euclid 空间 的 收 伍 .对 例 2.2.8, 

plfas f) = max |, (а) — Се). 
这 时 收敛 是 一 致 收敛 ,也 就 是 说 若 f, ЖОС 空间 的 范 数 收敛 于 fos 
则 f.G) 在 9 上 一 致 收 伍 于 hO). 

对 线性 赋 范 空间 我 们 可 以 证 明 下 述 结果 . 

定理 221 设 xz 一 1,2-…) 及 x 都 是 线性 赋 范 空间 
中 的 元 素 , 着 ах, 一 ж, MA Шай, ~ [|]; # o RU 8 
是 实数 ,并且 lima, = ao， 那么 还 有 lima,z, = ах), 

证 明 先 证 明 第 一 个 结论 ， 由 于 з= x, — z, + xz,, 所 以 
lal < Па, — zal + 15,1, BH |} — „| < |x, 1. ЮЖ ЖЕ] 
得 15.1 — || < les 一 zo， 因此 ||| — leli < le а, 
即 himllz,l = lx。 下 面 证 明 第 二 个 结论 ,由 于 

Planta зао) 一 Пах 一 ол] < По, =, 一 antall + [ах 

一 ooxol = NIPA 一 zll + LA 一 al (12,1 3 
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以 及 lima, == оу, 所 以 [а | 是 有 界 的 ,同时 由 于 Ета, = za 所 


以 12, 一 如 | 一 0， 因 此 右 端 第 一 项 当 w -> со 时 趋 近 于 零 . 在 第 
二 项 中 ， 由 于 Qs — Qo, 故 第 二 项 当 п — Co рж 近 于 0， 综 
上 记述 可 知 йй а„х, == шула, 


对 线性 赋 范 空间 不 仅 要 考虑 集合 ,还 要 考虑 范 数 .不 同 的 集合 
当然 是 不 同 的 线性 赋 范 空间 ， 对 同一 集合 引进 不 同 的 范 数 也 是 不 
同 的 线性 赋 范 空间 ， 例 如 在 闭 域 9 上 的 全 体 实 值 连续 函数 按照 范 
Ж (2.2.3) 构成 C 空间 ,如 果 范 数 按 (2.2.2) 定义 ,那么 尽管 集合 不 
ЗЕ , 却 应 看 做 不 同 的 线性 赋 范 空间 ,〈2.2.2) 和 (2.2.3) 是 不 同 的 范 
数 , 与 (2.2.2) 对 应 的 是 均 方 收敛 ,与 (2.2.3) 对 应 的 收 全 是 一 致 收 
З. ПАПЕ, EATHAR О 上 ,一 致 收敛 的 函数 必然 均 方 收 敛 ,而 
均 方 收敛 的 序列 却 不 一 定 一 致 收 贷 。 研 究 不 同 的 收敛 用 不 同 的 范 
Ж. 例如 研究 一 致 收敛 用 范 数 〈2.2.3) ， 研 究 均 方 收敛 用 范 数 
(2.2.2) 我们 还 可 以 引进 其 它 范 数 ， 例 如 考虑 平面 有 界 闭 域 G 上 
一 次 连续 可 微 函 数 的 集合 并 引进 范 数 


Ir! = |) 1Fpag + JI 17.40 + JI 17, оа, 


(2.2.4) 
容易 证 明 这 样 的 范 数 满足 范 数 公理 (2.2.1), 对 应 于 这 种 范 数 的 收 
敛 是 函数 本 身 及 其 一 阶 导 数 的 均 方 收 剑 ,如果 对 同一 个 集合 ,定义 

上 站 一 max |}Ох›у)| 十 max lly) 十 max ,| jx， у)!. 

(2.2.5) 
容易 验证 (2.2.5) 也 满足 范 数 公 理 ， 对 应 于 范 数 (2.2.5) 的 收敛 是 
函数 本 身 连同 其 一 阶 导数 的 一 致 收敛 。 这 个 空间 也 是 线性 赋 范 空 
间 , 记 以 Ce). 一 般 说 来 ,考虑 有 和 界 闭 域 9 上 次 连续 可 微 通 
数 的 集合 ,定义 

II || = max |f(z,y)| + max |fsCx,y)| 


of 
Ox 


+ тах |},(х,у)| +> + max 
spg 


ER 


+ 59+ 


a 
i | ... + max 
Ort Oy + уко эл 


它 也 构成 一 个 线性 峰 范 空间 ， 这 个 空间 叫做 САСО). 5 (2.2.6) 
对 应 的 收 伊 是 函数 本 身 连 同 到 * 阶 导数 的 一 致 收敛 , (2.2.6) 写 起 
来 很 复杂 ， 为 书写 简便 ,我 们 引进 新 的 记号 , 令 


Сар (2.2.6) 


тах 
(x,y)€ Q 


(а,в), |а| 一 p. = — 9 (2.2.7) 
a = (озал), |а} =, ya 5 . 
则 (2.2.6) 可 以 写成 
ПА = >; max [Def]. (2.2.8) 


lal <4 


引进 这 个 记号 有 许多 新 的 好 处 ,如 果 记 


а} = оу|о)|, (2)= 9 Q; = fis (2.2.9) 
в G — 51 


z” = pirts rin, | (2.2.10) 
则 
(D= > £ D=u(0) 
可 表示 为 
0,0 XLO до 
ИСХ) = ибх, у) = Я 5 -— D°9⁄(0,0) + - @ 099,00 ,0) 
Хх 09,1) X° _. (2,0 
бо, 5: DVDu, 0) + Y: Dy (0,0) 


xa, . XED 
Du.yz(0,0) + 到 一 一 
ta, i (0,2) 


按照 (2.2.9) ЯП (2.2.10) 
XCO = у? = 1, X9 = xy = x, (0,0) = 0101 = 1, 
(1,0)! 一 1101 一 1， 等 等 , 

按照 (2.2.7), Р®®и(0, 0) = uC0, 0), рео, 0) = —9 


0%“2,00,0), 


ð xay" 
гн(0,0) = 24050, ++ 得 到 ибк,у) = u(0,0) +x — 
x Ox 


Ou(0,0) ‚а Ө?» Ou(0,0) ‚у ==, 0) 函 
6 N :这 是 一 元 
数 Taylor 展开 的 前 六 项 ， ЯБА ЕТИН АН Taylor 
展开 写成 


u(x + y) = У у" р°(х), 


lal=0 01 


这 样 多 元 函数 的 Taylor 展开 就 和 一 元 函数 Taylor 展开 有 相同 
的 形式 . 
类 似 地 我 们 还 可 以 定义 范 数 


ll, = >) (|| 10-7 ао), (2.2.11) 
(ат М 


全 体 在 上 上 次 连 续 可 微 的 函数 按 范 数 2.2.11) 也 构成 一 个 线性 

典范 空间 ,这 个 空间 暂 不 命名 , 下 一 节 将 详细 讨论 ， 范 数 (2.2.11) 

常 记 以 Mlo RER 【的 收 剑 是 函数 本 身 以 及 直到 大 阶 的 各 

阶 导数 的 均 方 收 化， 当 大 一 0 时 ，(2.2.11) BE (222), k= 1 

时 , (2.2.11) RÆ (2.2.4), k= 2 时 , 则 为 

ith [|| PERR + fa +P + Peal", 

(2.2.12) 

同时 我 们 引进 记号 


Ifl = > || рео}, (2.2.13) 


tal=t "g 


Ifl = 0) + года}, (2.2.14) 


除 由 1f 0 不 能 推出 了 一 0 外 ,| |, 满足 其 它 范 数 公理 , 我 们 
称 之 为 半 范 数 , 但 若 对 了 加 以 某 些 限制 ,| |, 也 可 以 构成 范 数 . 例 
如 若 fe C'(Q), 并 满足 flao = 0, 则 由 |fli 一 0 可 以 推出 
f 一 0， 从 而 | | 构成 一 个 范 数 。 

如 果 对 一 个 线性 空间 X， 引 进 两 个 范 数 | 1 和 | H. 那么 存 
在 两 个 正 数 C， 和 “C;， 使 对 XX 中 的 任意 元 素 * 都 有 
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С.х, < 151 < Cllzlli, (2.2.15) 

就 说 范 数 |||, 和 范 数 川 , 是 等 价 的 .显然 如 果 范 数 || ||, 和 范 数 | |. 
等 价 ,那么 一 个 序列 若 按 范 数 ||, 收 仇 ， 也 就 按 范 数 11. a. = 
KREE |x, хо 0, Ен (2.1.14) 可 知 |x, 一 zolz-> 0， 从 而 
z, 按 范 数 |‖ 小 也 收敛 ， 反 过 来 若 *。 按 范 数 | 由 收敛 于 xo H 
ЖЕКЕ | 小 也 收敛 于 x, 

有 趣 的 是 对 有 限 维 线性 赋 范 空间 , 所 有 范 数 都 是 等 价 的 。 在 
证 明 这 个 结果 之 前 ,我 们 先 回顾 一 下 数学 分 析 中 的 一 条 重要 原理 
这 就 是 Bolzano- Weierstrass 的 察 点 原理 : Euclid 放疗 中 的 任 一 
有 界 无 穷 集合 中 都 能 抽出 一 个 收 合 的 子 序列 ， 这 个 原理 可 以 简单 
地 叙述 成 Euclid 空间 中 有 界 集 必 是 紧 致 集 ， 这 里 紧 致 就 是 任 一 
无 穷 集合 都 有 一 个 收敛 的 子 序列 。 这 个 原理 是 近代 数学 分 析 的 基 
石 , 它 刻 划 了 Euclid 空间 的 主要 特征 , 十 分 重要 。 下 面 我 们 叙述 
并 证 明 有 限 维 线性 赋 范 空间 中 所 有 范 数 等 价 这 条 定理 ， 

定理 2.2.2 若是 有 限 维 线性 赋 范 空间 , 则 上 的 所 有 范 数 
等 价 ， 

证 明 由 于 和 是 有 限 维 空间 ,所 以 存在 一 组 基 езеро eso 
使 得 对 任意 z€ X, WA rere Haet oe Hsen 从 而 


‹ї—-| < ей < (3; Ж (5 149”. 


т (D 1)", йя Isl (5) lal)”. Ey- 


D naX, П БЫ < e= i< (57 (а — эр”), 


k=) 


这 说 明 lel 是 E* 上 的 连续 函数 。 记 fC mes m) = lel 
当 zx 一 (az or) 位 于 Be 的 单位 球面 上 ， 即 了 1 
к=] 


BF, llel = | У) хе, 
kmi 


` 0. KRE D xe 一 0, 由 于 
k=1 


Cs 


62, 


线性 无 关 ,， 则 r / = 0 (R= 1, 2,--.,0), 5 У) x= 1 矛盾 . 
k=1 


因此 fCx,,…… ,x,》 在 球面 У х= 1 上 处 处 不 为 零 ， 因 为 单位 
RESE E" 中 的 有 界 闭 集 ，| xl 在 S$ 上 取得 正 的 最 小 全 M. 
EA М. 于 是 对 任意 的 z€ x, # xz = 一 一 一 一 ， 则 有 


(2: =) 
M< е1 < u, йй M (DA) < її < м. (574), 


从 而 | 15 Euclid 范 数 等 价 ， 

由 定理 2.2.2 可 知 ,次 数 不 超 过 2 的 多 项 式 空间 上 的 所 有 范 数 
都 是 等 价 的 ,因此 对 多 项 式 而 言 均 方 收 敏 一致 收敛 、 若 干 阶 导数 
的 一 致 收敛 ,若干 阶 导数 的 均 方 收 敏 等 ,都 是 等 价 的 ， 这 点 对 无 限 
维 空间 显然 不 成 立 , 众 所 周知 , 均 方 收敛 和 一 致 收敛 是 不 等 价 的 。 

前 面 讲 到 Bolzano-Weierstrass 的 聚 点 原理 是 近代 分 析 的 基 
石 ， 怡 恰 是 这 块 基石 在 无 穷 维 空间 中 不 成 立 ， 在 +* 维 Euclid 空 
间 中 ， 存 在 一 组 标准 正 交 系 ei 一 {1, 0, 1, 0}, ei 一 (0, 1, 
0,-..,0},---, e, = {0,0,---,1}, 对 任 一 xe Е", WA z= te, 
Hrer + +5 + z e, 10 z at ++ 41, [е0 == 1, 
Пе 一 |= 25+). 容易 想象 ， 在 无 穷 维 空间 中 有 一 组 标准 直 
交 系 si 一 {1,0，…-} ,ce 一 {0,1,0，…] ,co 一 {00， 0)1,0..}， 


2 — 1 + 


对 任意 函数 f, f= Ре, = У f Пе e 2, 


# эе}, lel 一 1， 注意 в, en зс, е с 是 一 个 无 穷 序 列 ， 
lel = 1, i= 1, 2, --- 因此 是 有 界 集 。 但 是 当 i > ; W, 
Пе — е1 = 2, AA {е;} 没有 收敛 的 于 序列 ， 因 此 无 穷 维 空间 
中 有 界 集 未 必 紧 致 ， 既然 有 限 维 空间 中 有 界 集 必然 紧 致 ， 对 无 限 
维 空间 这 个 性 质 未 必 成 立 。 自 然 会 问 ， 若 一 个 线性 吴 范 空间 中 任 
意 有 界 集 都 是 紧 致 棠 ， 那 么 这 个 空间 是 否 为 有 限 维 空间 ? 为 了 回 
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答 这 个 问题 先 证 明 一 个 引 理 ， 

引 理 2.2.1 (Riesz) ìf X, 是 线性 赋 范 空间 X 的 真 闭 子 空 
H, UIER 8 > 0， 必 存在 和 中 的 单位 元 素 y, 使 得 对 任意 
r€ X, WA [х— yl > 1 — e. 

证 明 设 y 是 和 中 不 属于 X WTR, d = inf ly 一 zl， 则 


d> 0。 对 任意 给 定 的 п> 0， 总 存在 ze Х,, (#3 
d < |у — rl < d + n, 


Ж у= 2 ， 由 于 уёХ,, 显然 yX, 1у1 一 1， 对 任意 


Pes 一 al 


| а 

хЄ Х\, |у | [> lii — = z|} me gpr х2 J+ 
— u -一 d = — = — yj 

| |у КА = J +" 1 d 1 ‚ ЖЖ х х, + ЕА ЖЕ; 


EX. AR Ë — <e, MA Пу = l > 1 — s. 


定理 2.2.3 ”线性 赋 范 空间 X 的 子 空间 X, 为 有 限 维 的 充 要 条 
件 是 X, 中 的 每 个 有 界 集 是 紧 致 的 ， 

证 明 若 X, 是 有 限 维 空 5 [8], 由 定理 2.2.2 可 知 ， X, 等 价 于 
Euclid 空间 , 则 有 界 集 必 是 紧 致 的 .因此 只 要 证 明 反 过 来 的 命题 ， 
ИЖ X, 中 任 一 有 界 集 丝 是 紧 致 集 , 则 X, 必 为 有 限 维 空间 .在 
X, 中 任 取 元 素 л, 由 x 生成 空间 L, Ж X, 5 L, 重合 ， 则 
X, 为 有 限 维 空间 , 若 工 与 X, 不 重合 ,由 引 理 可 知 则 存在 x; € X, 


使 zz 一 1, jx — ml > > 由 x, 与 x; 生成 子 空 间 Lo Ж 


L, 5 x, 重合 , 则 命题 得 证 ， 
ЖААЖ, ШЫЛ 可知 存在 азе Ху, 使 lel 1, а Й 


> Паз 1 > 2, 如 此 作 下 去 , 若 有 限 步 终结 , 即 存 在 正 整 数 
k, 使 L, 与 X, 重合 ， 则 Х, 为 有 限 维 空间 ， еш 若 一 直 
作 下 去 ， 则 构造 出 序列 {х}, ТЕҢ = 1, la — xl Z —, š > 1, 
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显然 {xi} EARE ЕНК а, ББ, PST, 

这 个 定理 说 明 紧 致 性 的 重要 性 。 有 界 集 紧 致 是 有 限 维 空间 的 
特征 ,是 有 限 维和 无 限 维 的 分 水 岭 ， 可 以 设想 ,有 跟 维 空间 中 与 紧 
致 性 无 关 的 性 质 有 可 能 推广 到 无 限 维 空间 ， 与 紧 致 性 有 关 的 性 质 
推广 起 来 则 有 原则 性 的 困难 . 

在 第 一 章 中 我 们 将 Poisson 方程 的 第 一 边 值 问题 归结 为 求 一 
类 证 汞 的 极 值 问题 ,为 了 解决 更 一 般 的 问题 ,使 我 们 郑 虑 的 问题 尽 
量 广泛 ,我 们 引进 一 些 新 的 概念 。 若 对 线性 空间 XX 的 子 空间 多 的 
Кл х, 有 线性 空间 X% CIUS Xz, bT XXR) 
的 元 素 T+ 与 之 对 应 , 并 且 这 个 对 应 关系 了 对 任意 常数 "和 8 满 
足 关 系 

T(ax + Ву) = =Tx 十 6T7y， (2.2.16) 

МТЖТ, Z Uik THER ай 2 (T). ATZI) 
中 所 有 的 *， 对 应 的 Tx 的 集合 叫做 工 的 值 域 , 记 以 RCO) Ж 
THER АСТ) 是 实数 或 复数 时 ,我 位 称 了 为 加 靶 泛 通 。 加 靶 算 
子 和 加 落 泛 函 是 很 广泛 的 概念 。 下 面 我 们 给 出 一 些 例 子 。 

2.2140 15 


CU Gp °° Ka) 网 y: 
А = | 42 ртр = y: А 

\а„һ, аһ, ``. a ' хы! ;| 
其 中 ajs х, yi(i, = 1, 2.…n) 是 任意 实数 , 则 Y = 4X 是 定 
XE п E Euclid 空间 E* 上 的 加 法 算 子 , 设 a = Caa ea) Є 
Е", MJ y 一 У) az 是 定义 在 # 维 Euclid 空间 E* 上 的 加 法 泛 

i=] 

2А. 


B 2.2.11 设 KG, r) 为 定义 于 O0<s< 1, 0<:<1 上 的 
连续 函数 , 则 关系 式 


yG) = |; K(s,t)x(e)dt 
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定义 一 个 牌子 天 。 对 于 Cr0,1] 中 的 任 一 函数 r), A CI0,1] 中 
的 一 个 函数 y(s) 与 之 对 应 ,容易 验证 这 个 对 应 满足 条 件 (2.2.16)， 
因此 天 是 加 法 算 子 。 在 这 个 例子 中 ，D(T) 一 C[0,1] ,RCTJC 

[0,1]. #7 f(z) 是 连续 函数 , 则 | созса 是 C10,1] 上 的 


MEZA. 

Ў 2.2.12 iz A= £ + Za- 维 Laplace WF, 容易 
验证 A 是 C’) кшн. 

(2.2.16) 是 个 代数 条 件 ， 我 们 要 研究 徽 积分 和 微分 方程 必须 
研究 极限 和 连续 。 因 是 线性 赋 范 空间 , 设 {x,} Rz E DT) 
中 的 任意 元 素 , 如 果 当 r, 一 x 时 恒 有 Tx, > Tr, ШЖК Т ЖЖ 
HFT. 例 2.2.10 显然 是 连续 算 子 ， 例 2.2.11 也 是 连续 算 子 。 Ж 
O BAFE, 显然 y,(s) 一 致 收敛 于 零 。 实 际 上 由 Sch- 
warz 不 等 式 可 知 


|y,G) — 0| 一 f KCs i) r,t) ds 一 "| < f КС, г), Се) |а 


1 ш Tri 1 
< || | KG, | | КОД < шах |К(з,г)|шах|к„()|. 
0 0 02, 141 (РТР 


由 于 Кз) 和 nO 都 是 连续 函数 ， 因 此 这 些 最 大 值 是 存在 
的 。 由 于 (eG) EKATE, 因而 yC) 也 一 致 收敛 于 
=. 


关于 例 2.2.11 定义 的 算 子 天 我 们 还 可 以 证 明 更 多 的 性 质 
(00 = „д < (| KG) КО), (Оде 


< | (KG — КО) (адде. 


Ў тах |r) SM, я=1,2..., W 
6<;<1 


э.б) — у.) < м: | IKC) — KG) ае, 


由 于 KG, # O<; <1,0=<:í<1 上 一 致 连续 ,因而 y,(s) 
等 度 一 致 连续 ， 即 对 任 给 в > 0, 存在 与 4 无关 的 5, 使 得 对 任意 
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„ё[0,1] 和 s€ [0,1], 内 要 |s — sl <ð, 就 有 
|y,(a) — y,G)] < е. 
另外 


[ye OF = (|, кода (к,а (чо. 
所 以 


1 
тах |у„(5)! < м | К: а: < MN:, 
11 0 


s € (0, 

其 中 六 是 |K(;,)]| 在 0<s< 1, 0 < ;< 1 上 的 最 大 值 ， 亦 即 
|y,G)] 在 [0,1] 上 一 致 有 界 . 由 Ascoli-Arzela 定理 知 , 一 致 有 
界 和 等 度 连 续 的 函数 序列 必 有 一 致 收 伍 的 子 序列 。 用 泛 函 分 析 的 
REKK, OLS M， 表 示 х, (0 属于 C[0, 1] 中 的 一 个 有 
界 序列 ，y,(*) 一 Kx。 有 一 致 收敛 的 子 序 列表 示 Kx, 是 C[0,1] 
中 的 紧 致 集 ， 因 此 y= Kx 把 C[0,1] 中 的 有 界 集 变 成 C10,1] 
中 的 紧 致 集 。 具 有 这 种 性 质 的 算 子 是 紧 算 子 ， 紧 算 子 是 具有 很 强 
性 质 的 算 子 ,许多 很 好 的 算 子 甚至 恒 等 算 子 都 不 是 紧 算 子 。 

例 22.13 W Z 是 [0, 1] 上 两 次 连续 可 微 函数 的 集合 ， 则 


TRAD 到 C[0,1] 的 加 法 算 子 。 

ЕЙ 2212 中 由 于 ACCO), 所 以 A 是 连续 算 于 ， 在 
例 2.2.13 中 ,着 认为 多 CL0,1]， 采 用 C[0,1] 的 范 数 ， 则 例 
2.213 不 是 连续 算 子 , 取 z G) = =, 显然 {r} 在 [0, 1] 上 
一 致 收敛 于 零 ,而 =G) 一 (a 一 ze 显然 不 一 致 收敛 。 但 是 
如 果 改 换 空 间 ,例如 说 不 把 *,(?) 看 作 Cf0,1] 中 的 元 素 ， 而 是 
看 作 C:[0,1] 中 的 元 素 。 采 用 С'[0,1] 的 范 数 ,那么 $ 就 是 


连续 算 子 ， 

下 面 给 出 加 法 算 子 是 连续 算 子 的 条 件 . 

定理 2.2.4 加 法 算 子 连续 的 充分 必要 条 件 是 存在 常数 C 使 
得 (Т) 中 的 一 切 z 都 有 Tell < Ciel. 


° 67 o 


证 明 充分 福 ; 由 
Te — Ta, = IFC — z) < C |z — rals 
即 可 得 到 ， 
必要 性 : 用 反 证 法 。 若 不 然 ， 则 对 任意 给 定 的 C，IITzj 荆 
Cllzl 都 不 能 对 所 有 的 > йз. и C 一 x， 则 必 有 元 素 x,, 使得 
1 
\Тх„| > n |5,1. Ф y, = = r ， 显然 用 中 一 > 当 
п co BF, |y,l— 0, Hi ITY (М n а Del >л, 
所 以 ШаТу„ = 0， 这 与 Tx 在 0 点 的 连续 性 矛盾 ,必要 性 得 证 . 
如 果 存 在 常数 C， 使 得 对 于 2 (T) 中 的 一 切 x 都 有 
171 < С, 
则 把 T 叫 作 有 界 算 子 。 定 理 22.4 也 可 以 叙述 成 : 一 个 加 法 算 子 
为 连续 算 子 的 充 要 条 件 是 它 是 有 界 算 子 。 从 定理 2.2.4 还 可 以 看 
出 ,车 多 (T) = X， 则 加 法 算 子 工 的 连续 性 等 价 于 [Ту] 在 单 
AR l< LER, 事实 上 , 若 C 是 тә! 在 单位 球 lzl <1 


ERER, ДРА ХНА х, С 一 显然 在 单位 球面 上 ， 


= 
silje (5) с|-*-|— С. B та < сї]. 着 我 们 
取 C — sup lxl, 则 对 和 中 的 一 切 x 都 有 Та < Cael, 其 中 
эр Tal 表示 [Tel 在 jal < 1 上 的 最 小 上 界 。 sup 17а 
叫 作 算 子 的 范 数 , 记 以 TH。 由 于 加 法 泛 函 是 加 法 算 子 的 特例 ， 
因此 加 法 泛 函 连续 的 充 要 条 件 是 这 个 泛 函 有 界 。 如 果 加 法 算 子 是 
连续 的 ， 这 个 算 子 叫做 线性 算 子 。 类 傣 地 把 连续 的 加 法 泛 函 叫 作 
线性 泛 函 。 这 里 线性 泛 函 既 包 括 代 数 上 的 线性 ， 又 包括 泛 函 的 连 
续 性 ,既然 加 法 泛 函 连续 的 充 要 条 件 是 这 个 泛 函 有 界 ,因此 线性 泛 
函 总 是 有 界 的 ,和 算 子 一 样 ,定义 线性 泛 函 的 范 数 
ITI = ,Sup IT =l. 


下 面 考 虞 加 法 算 子 方程 
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Tx = fÍ, (2.2.17) 
由 于 加 车 算 子 可 以 是 逢 阵 、 微 分 算 子 或 积分 算 子 ,因此 (2.217) 可 
以 是 线性 代数 方程 组 ,线性 常 微分 方程 ,线性 偏 微 分 方程 或 者 线 竹 
积分 方程 , 《2.2.17) 的 解 记 以 * 一 -4#， T dk T DMR. Ë 
对 RCT) 中 的 任 一 个 f 有 而 且 只 有 一 个 > 使 Tr = f, 就 说 
DCT) 与 RCT) 是 一 一 对 应 的 . 
例 2.2.14 


_ í 1 1, _ /Xl ` — У 
а= i” а: у (r). 
则 算 子 4 的 定义 域 和 值 域 都 是 整个 平面 ， 并 且 算 子 4 建 立 了 平面 
到 平面 的 一 一 对 应 ， 


例 2.2.15 EN. Cj[0,1J (BH [0, 1] 上 一 次 连续 可 微 函 
数 的 集合 ) 到 C[0,1] 的 加 法 算 子 ,这 个 算 于 不 是 一 一 对 应 的 ， 因 
为 若 5 一 5, 则 对 任意 常数 C，f + C 的 导数 也 是 &, 若 将 


L KEUR 多 (2) 限制 为 满足 1(0) = 0 的 [0, 1] 上 一 次 连 
续 可 微 函数 集合 , M- 就 是 多 (<)a R( £ ) 之 闻 的 一 一 
对 应 。 

研究 数学 物理 问题 时 ,我 们 常常 关心 解 的 存在 性 ,唯一 性 和 连 
续 相依 性 , 即 方程 (2.2.17) 是 否 有 解 , 如 呆 有 解 是 否 唯一 ， 当 f 改 
变 很 小 时 , 解 z 的 改变 是 否 也 很 小 。 因为 在 实际 问题 中 常常 只 
能 近似 给 定 ， 我 们 当然 希望 这 时 求 出 的 解 能 接近 真实 的 解 。 如 果 
加 法 算 子 的 定义 域 和 信 域 都 在 某 个 线性 赋 范 空间 之 中 ， 我 们 有 下 
述 的 结果 ， 

定理 225 ”加 法 算 子 了 具有 连续 逆 算 子 的 充分 必要 条 件 是 
存在 正 数 C， 使 得 对 于 多 (CT) 中 的 一 切 * 都 有 

IT xl 之 Clzl。 (2.2.18) 
证 明 必要 性 ; 假设 T 存在 且 连 续 ,容易 验证 Т^! 是 加 
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法 算 子 , 据 定理 224, T-! 也 是 有 界 算 子 ， 由 于 = ТТЕ, 并 
HB т! 是 有 界 算 子 . 设 ITU = 则 Izl 2174, 从 而 


(2.2.18) RZ. 

充分 性 ， 假设 (2.2.18) 成 立 ， 显然 zm > x, М, Tr œ Tx, 
因此 对 每 个 Tx 都 有 而 且 只 有 一 个 x 与 之 对 应 ,所 以 了 ' # 
在 ， 显 然 Т 的 定义 域 是 R(T), 而 值 域 是 多 (77， 由 《2.2.18) 
K х= T Tz, ITx| > CITT xl, Ат Т СТ) < A ДТх| 


对 R(T) 中 的 任意 Tx 都 成 立 , 因 此 T -是 连续 算 子 ,这 就 证 明 
了 定理 2.2.5。 

Жар (2.2.18) 很 重要 ,有 了 (2.2.18) 不 仅 能 保证 方程 2.2.17 
解 的 存在 性 ,唯一 性 和 连续 相依 性 ,还 可 以 用 来 研究 近似 解法 的 收 
MERRE. 假设 用 某 种 方法 求 得 〈2.2.17) 的 一 个 近似 解 
x。， 由 于 了 是 加 靶 算 子 ,在 (2.2.18) 中 用 z, — x 代替 x 就 有 


|z, — «| < + ||T <, — Ту]. 
C 


Ж z 是 方程 的 真 解 , 则 Tx 一 f, 因此 近似 解 与 真 解 的 差 可 由 
|z, — zl < A IIT x, — fll 


来 估计 。 显 然 只 要 Te, 一 fl> 0, RA le, — | 一 0. 

对 于 紧 算 子 KK， 考虑 方程 y 一 4Ky， 这 个 方程 的 解构 成 一 个 
线性 空间 N. 假设 ye MCN，M 是 六 中 的 有 界 集 ,由 于 y= Ky, 
这 里 1 是 任意 不 为 零 的 常数 ,因此 АКМ = M. 由 于 К 是 紧 算 
子 ,M 是 有 界 集 ,而 紧 算 子 映 有 界 集 为 紧 致 集 , 因 此 M = 1KM 是 
紧 致 集 。 由 于 空间 六 中 任意 有 界 集 M 都 是 紧 致 集 , 由 定理 2.2.3 可 
知 ,M 是 有 限 维 空间 ， 

定理 2.2.6 设 K 是 由 X 到 多 的 紧 算 子 ，N 是 y 一 4Ky 的 解 
空间 , 则 六 是 有 限 维 空间 。 

在 第 一 章 中 我 们 曾 用 代数 类 比 的 方法 建立 了 Fredholm 理论 ， 
但 是 未 给 证 明 , 从 定理 2.2.3 可 知 , 有 限 维 空间 的 结果 对 无 限 维 空间 
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不 一 定 成 立 ,特别 是 与 紧 性 有 关 的 结果 未 必 成 立 . 那么 Fredholm 
怎样 把 有 限 维 空间 的 结果 推广 到 无 限 维 空间 ， 把 代数 方程 组 的 


结果 推广 到 积分 方程 呢 ?》 这 里 | KDO ERAT, EA 


界 集 为 紧 集 ,因此 可 以 保留 有 限 维 空间 较 多 的 性 质 。 特别 是 我 们 
希望 证 明 当 (1 一 XK)y 一 0 只 有 零 解 时 ， Vfe x, (I 一 
XK)y = f 对 任意 上 有 且 仅 有 一 解 ， 也 就 是 若 齐 次 方程 只 有 零 解 ， 
则 非 齐 次 方程 对 任意 右 端 项 都 有 而 且 仅 有 一 解 ， 这 是 线性 代数 方 
程 组 结论 的 自然 推广 。 为 此 我 们 证 明 下 述 定 理 ， 

EH 2.2.7 ЖК, X>X 是 紧 算 子 , 则 RCI 二 1K) 是 闭 集 ， 
жа 十 1K)y 一 0 REH, N Vfe X, (I + 1K) = f AERX 
有 一 解 ， 
证 明 先 证 明 RU + АК), П R = R, ÆR y € R, 
则 存在 {y,}CR 使 {y,} 一 yy。 对 每 个 y。 由 假设 存在 х6 X 
使 x, 十 Kx, 一 у, Ж {x,} BERE, Kr, EARE, DA 
收敛 子 列 Katne 由 于 Yn yo АКх„, Ш, К x, 一 у 
5Кх„ 也 收敛 ， 设 г, ">z, HT I+ 2K 是 连续 算 子 , 则 
x t ¿Kx = у, B yE R. 因此 只 需 证 明 {x,} 是 有 界 集 即 
uj. 

一 般 地 说 {x。} 可 能 是 无 界 的 。 记 * = АК 的 解 空间 为 N .对 
任意 é e N 及 任意 常数 o,s (1 + АК) (ғ, + ax.) = у, EF 
а, z, 使 |=, 十 a,x=,| ЖЛ. BO a, = —1, В |z, 一 х, | 最 小 。 
设 о(х,,№) 一 de， 选择 z, € N, E 


е = 1. = «1 < (1+ +) ans 
那么 z, 差不多 就 是 N 中 与 x。 最 近 的 点 ,而 且 《1 十 4K)(z, 一 


x.) == у. Ф z, = x 一， 我 们 试图 证 明 2, 有 界 。 Жол, 无 
界 , 这 个 问题 就 没有 希望 了 。 为 要 证 明 z, ДЖ, 只 需 证 明 4, 有 


界 ， 假 如 d, ER, RHG dp > oo la < 1+ L, Ф |= 
, 
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8. |l <1+ l d taK), = 7, HT y, 9 у» d— 
[| п d, 
oo ik e 0, 从 而 U 十 KE)z 0, 注意 z, =% — AKz, 


у, — 0, (zY AR, Ка, Ке z, 有 收敛 子 列 。 不 失 一 般 


性 , 设 z 一 zo EIR U 十 АК) = 0 BD z€ N, {Н ||z, — z||| = 
一 一 |= JI, а) > 1, RAP 


a, € N 得 出 ， 这 与 z, >z 矛盾 ,因此 第 一 个 结论 成 立 ， 

对 第 二 个 结论 只 须 证 RC 十 4K) 一 X. 如 时 不 然 , 设 
R( + 2K)=X,, W) X， 是 天 的 真 闭 子 空间 。 Ж (I + АК)Х 
X,, H TfX,CK, (I + ¿K)X = X, PA X,— X, R. X, 是 АХ, 
的 真 闭 子 空 间 。 若 不 然 ， 取 me Х/Х\, HT (+ 4K)X = X, 
Ж(01--АК)хЄ XI， 另外 (I + 1K)X, = X, = Х,, й 3y € X 
使 得 G@ + 2K)yo = (1 + AK) zo, р е + 1К)(у — х) = 0, 而 
лку, ЗЕРЈА. КИШ x, 是 X, 的 真 闭 子 空间 。 如 此 下 去 
可 构造 一 串 子 空间 Xn tE U + XK)Xs = X, Хыы 是 X, 的 
真 团 子 空间 .于 是 所 F. Riesz 引 理 ,可 构造 序列 {xw) 使 SmE Xas 


xml 一 1， 以 及 о(х„,Х„ы) > > 由 于 1Kx, 一 АКЕ, = (1+ 


1 天 )x — (1 + АК)ух„ + хх, = х, t (x, + (I + АК)х„— 
(1 + 2К)х,), Z n > My 注意 x, € Х.Х. (1 + 1K)r, € 
X, X, +19 (T + АК)х„ Є X amtie 令 y = х, + a + АК )х„ 一 


U EAK) tn M ye X... Н об.) 2 — ЮЖ 


Ака — ака, 一 |z, — y12 5, 


所 以 {Ке} 没有 收敛 子 列 。 这 与 xl U к 是 紧 算 子 巴 
B. 证 毕 。 | | 

现在 我 们 对 无 穷 维 空间 中 含 紧 算 子 的 一 类 方程 证 明了 与 有 限 
维 空 间 相似 的 定理 ， 旧 的 体系 业已 崩溃 ， 而 新 的 体系 随 之 建立 超 
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来 ,并 在 更 广 的 范围 内 得 到 应 用 。 

为 了 讨论 Fredholm 第 三 定理 ,需要 引进 一 些 新 的 概念 。 如 
果 和 是 线性 赋 范 空间 ,那么 X 上 线性 泛 函 也 构成 一 个 线性 空间 ,由 
以 范 数 Mill зар Шы, 也 构成 一 个 线性 赋 范 空间 。 这 个 线 
性 赋 范 空间 叫做 X 的 共 斩 空 间 (对 侦 空 间 , 伴 随 空间 ), 记 以 X* .为 
了 对 共 元 空间 作 些 具体 的 了 解 ,详细 分 析 二 维 Euclid Эз [0 Ж 
空间 ， 对 二 维 Euclid 空间 ,线性 泛 函 的 一 般 形 式 为 Je) 一 hat 
һа = (Ьа), 其 中 f= Goh) «= (хх). ҮТИ 是 x 在 f 上 
的 投影 , X 的 共 斩 空 间 是 由 一 切 С, х) 构成 的 空间 ， 因 此 X 的 共 
统 空间 X* 是 义 的 各 种 投影 构成 的 空间 ,是 义 的 影子 空间 ， 所 以 
X* 也 叫 作 对 偶 空间 或 伴随 空间 。 一 个 向 量 由 它 各 方面 的 投影 所 
决定 ,投影 是 储 标 也 是 线性 泛 函 ,正如 同 坐 标 是 研究 向 量 锋利 的 工 
具 一 样 ， 线 性 泛 函 是 研究 线性 赋 范 空间 锋利 的 工具 。 由 于 《jz 
由 上 决定 ,把 了 的 范 数 l| 叫 作 СР, х) 的 范 数 。 注 意 

Cf,x) = ПЦ] соѕ0, 
8 是 向 量 } 与 向 量 * 的 夹 角 , 显然 当 9 — 0 IN, f(x) = (f,x) Ж 
到 最 大 值 , 所 以 我 们 有 
|] = sap EEH (2.2.19) 
Ге |х | ` 
这 个 式 子 只 用 范 数 || 和 lel RAAR G), 因此 用 来 定义 
线性 赋 范 空间 上 线性 泛 函 的 范 数 ， 

ЛЕЙ ЕТ. Ж] Euclid аз НЕВЕН, Сла, р) = 
(A*i), 这 里 4* 是 矩阵 4 的 转 置 矩阵 。 (4x;f) 用 线性 泛 函 
术语 来 说 就 是 (Ar). -REX X, 是 线性 赋 范 空间 ，4 是 
将 区 映射 到 X, 的 线性 算 子 , f 是 X, 上 的 线性 泛 函 。 ХШ X, 
XY 分别 是 XX 和 X RME, fe XF, (4*f,x) 一 4*f(x) 是 
X 上 的 线性 泛 函 , 故 Ае Х*, 因此 对 一 般 线 性 赋 范 空间 ，A4* 是 

XY 到 X* 的 算 子 并 且 满足 (Az) 一 A), MAR 4* 规 
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定 成 从 X: 到 Х* НЕ fAx) = у), AF, 招 A* 
叫 作 4 КЕ, 

对 二 维 Euclid 空间 ，f(x) = 0 相当 于 О, х) == 0, WEU 
作 f 与 x 正 交 ,f(x) = 0 相当 于 过 原点 的 平面 , f 相当 于 平面 的 
HR s, JG) = 0 相当 于 平面 x%»*x 一 0. {ЕЛ Euclid 空间 
中 ,线性 泛 函 的 一 般 形式 是 fx) = ах, tam 十"… + a.x,; 在 
С 空间 中 、Riesz 给 出 线性 泛 函 的 一 般 形 式 是 


Кд = (дао), 
过 原点 的 “ 超 平 面 "方程 是 | 0а Stieltjes 
积分 的 积分 方程 。L?[a,6] 上 线性 省 函 的 一 般 形 式 是 

о 一 | 050048, 
其 中 убо) є La, 方 十 77 >l, 


在 Euclid 空间 中 除 Bolzano-Weierstrass 定理 之 外 ,还 有 一 
个 重要 的 特性 ,就 是 任何 Cauchy 序列 (或 称 基本 序列 ) 都 有 极限 ， 
这 也 就 是 实数 域 的 完备 性 。 这 个 性 质 在 数学 分 析 中 有 重要 的 作 
用 ,现在 我 们 将 它 推广 到 线性 贼 范 空间 ， 

定义 ix {x,} 是 线性 赋 范 空间 X 中 的 点 列 , 若 对 任 给 8 > 
9， 存在 N 使 当 m,n > N 时 ，p(z。yxo) <e, WER [z,) 为 X 中 
的 Cauchy 序列 或 基本 序列 , 若 基 中 的 任意 基本 序列 都 有 极限 , 则 
空间 了 X 叫 作 完备 的 ,完备 的 线性 赋 范 空间 叫 作 Banach 23 [8], 

线性 赋 范 空间 的 研究 由 Riesz 开始 ,然而 一 般 的 定义 却 是 在 
1920—1922 年 由 Stefan Banach (1892—1945), Hans Hahn 
《1879 一 1934)，Eduard НеПеу (1884—1943) 和 Nobert Wiener 
(1894—1964) Н, 这 些 人 的 工作 有 许多 是 重 迭 的 ,优先 权 问 题 
很 难 弄 清 。 但 是 要 算 Banach 贡献 最 大 ,所 以 完备 的 线性 赋 范 空间 
被 命名 为 Banach 空间 ， 这 些 人 情况 各 不 相同 ，N. Wiener 是 著 
名 的 神童 ,他 提出 线性 赋 范 空间 概念 以 后 ,没有 继续 作 下 去 ， 失 掉 
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宁 这 决 阵地 ,阵地 被 别人 占领 ,但 是 他 找到 了 新 的 阵地 ， 成 为 控制 
论 的 英 基 人 之 一 。 Helley 一 生 坎 坷 ,他 1912 年 就 得 到 了 Hahn- 
Banach 定理 和 Banach-Steinhaus 的 共鸣 定理 ,但 是 这 两 个 定理 都 
未 以 他 的 名 字 命 名 。 他 在 第 一 次 世界 大 战 中 受 重伤 ， 在 西伯 利 亚 
成 了 峻 俘 。 战 后 回 到 奥地利 ,在 大 学 中 找 不 到 职位 ,用 业余 时 间 进 
行 研究 , 1938 年 为 逃避 对 犹太 人 的 迫害 ,全 家 移居 美国 ,不 久 就 死 
在 美国 。Banach 第 一 次 世界 大 战 期 间 失 学 在 家 ,在 Cracow 的 公 
园 里 谈 数学 ,被 在 公园 里 散步 的 数学 教授 Steinhaus 发 现 ,开始 了 
他 的 研究 工作 。1920 年 以 后 , 波兰 数学 学 派 异 军 突起 ， 在 拓扑 和 
省 通 分 析 上 作出 了 重大 贡献 ， 在 Banach 和 Steinhaus 指导 下 ， 
IL wow 成 为 波兰 的 数学 中 心 之 一 ,形成 著名 的 Banach 学 派 ， 对 
泛 函 分 析 的 发 展 作 出 了 杰出 的 贡献 , 特别 是 对 Banach 空间 理论 
的 形成 作出 了 极其 重要 的 贡献 ， 

可 以 证 明 Cla,6]，L?*[a,b] 都 是 Banach 空间 , 亦 即 是 完备 
的 赋 范 空间 。 下 面 介绍 Banach 空间 的 几 个 主要 定理 ， 

定理 2.2.8 (Hahn-Banach 定理 ) 设 X, ЕЕ ЙБ] Х 
的 子 空间 , 了 是 定义 在 X, 上 的 有 界线 性 泛 函 , 则 f 可 以 延 拓 到 整 
个 天 上 保持 范 数 不 变 ， 即 存在 定义 在 芝 上 的 有 界线 性 泛 函 不 满足 

(1) 对 z€ Xn F(x) = }(х); 

(2) IF] = (Ах, ZE Hl. 表示 f 作为 X, 上 有 界线 性 泛 

Hahn-Banach 定理 的 证 明 可 以 在 任何 一 本 泛 函 分 析 教 科 书 中 
找到 , 这 里 讨论 定理 的 原型 。 设 {a} 是 LO 中 的 标准 正 
交 系 。 如 所 局 知 ，f(x) H Fourier 系数 可 以 写成 


h 一 || [©ж)г,(а)ах, 
Riesz 研究 这 个 问题 的 反问 题 ， 即 对 给 定 的 数列 (А), EHAR 
件 下 存在 函数 f(x) e LO), tE | Aulda h. 这 个 问题 
叫 作 矩 量 问题 ,在 几何 上 相当 于 在 什么 条 件 下 ,才能 存在 一 个 点 以 
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给 定 的 数列 为 该 点 的 坐标 。 由 于 (ú) 是 标准 正 交 系 ,显然 h Š 
需 满足 条 件 УҢ < +оо, Ж zG)= У) аб), BA 
k=1 k=] 


| ) f(x) g(x) dr = > Һа. 


HT 


||| „гоо < [Ше], 


设 M = 1, 则 有 
P һы < м! > TAGOJ 


D ha, 是 有 限 维 空间 上 的 线性 泛 函 ，Riesz 试图 将 这 个 不 等 式 
k=1 


ЕГ HLAS, Н {жЕр МЭУ, 这 就 是 Hahn-Banach 定理 
的 原型 。 Helley 第 一 次 将 这 个 定理 用 几何 语言 表示 出 来 ， 因 此 
Helley 被 叫 作 Hahn-Banach 定理 之 父 ，Fredholm， Riesz, 
Hilbert, Helley 四 人 的 工作 被 称 为 泛 兆 分 析 发 展 的 前 四 个 里程 
H. FHA Hahn-Banach 定理 的 两 个 重要 的 推论 。 

推论 221 设 X 是 线性 赋 范 空间 ， 则 对 任 一 x€ X, RE 
xo °= 0 必 存 在 XX 上 的 有 界线 性 泛 函 f 满足 上 | 一 1, fC) = |æ. 

推论 222 it X, 是 线性 赋 范 空间 的 子 空间 ，xo€ X, Ж 
р(х X.) = 5 一 r| =3 > 0, MWYFEX ELKARREK 


f ë lll = > Ка) = 1， 而 对 xe X, Ка) = 0, 


对 Euclid 空间 推论 2.2.1 和 推论 2.2.2 都 是 很 简单 的 。 若 
x 0, 取 f= 0, БА 11 1, К) = Оа) = П, 这 


А] 
就 是 推论 2.2.1。 设 X, 为 过 原点 的 平面 ， 车 KX) = 0, 显然 
LX. 设 向 量 f 与 向 量 x 的 夹 角 为 ə Д0] 


Ка) = Са) = [ж сов Ө = [АИ] —2 = Ila, 


| xU 
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其 中 6 是 从 点 为 到 子 空间 X, 的 距离 。 若 JG) = 1, BD ifam 
1， 从 而 [| 一 2, 这 就 是 推论 2222, 


由 推论 2.2.1 可 知 : (1) 对 任何 线性 赋 范 空间 X = (0), 必 存 
在 足够 多 的 线性 泛 函 ， 事 实 上 在 任 一 有 限 维 子 空间 上 定义 的 线性 
泛 函 都 可 以 开拓 到 整个 空间 上 ; (2) 如 果 对 于 X 上 的 一 切线 性 泛 
HIRE Ка) = 0, M] x 一 0。 事实 上 由 推论 (1) 知 ， 只 要 
为 闪 0， 必 有 和 上 的 非 零 线 性 泛 函 了 使 (a) = 0 从 而 若 对 任意 
I 都 有 Кд) 一 0， 则 % 一 0。 这 个 结论 的 几何 意义 是 若 x 在任 
意 方 向 上 的 投影 都 为 0, 则 z 一 0。 因 此 为 判断 me X 是 否 等 于 
零 元 ,只 要 判断 上 的 一 切线 性 泛 函 了 对 ro YENRIKE Аа) 
是 否 都 等 于 零 . 

利用 推论 2.2.2 可 知 ; C) me ,的 充 要 条 件 是 对 X 上 任 一 
满足 f(x) 一 0 (ze X) KREZA f 必 有 FG 一 0。 必要 性 
是 显然 的 ， 充 分 性 可 由 推论 2.2.2 得 出 。 因此 为 了 判别 办 是 否 属 
于 筷 ， 只 要 判别 上 一 切 满 足 f(x) = 0 (z€ X) 的 有 界线 性 泛 
函 , 对 л 作用 是 否 等 于 零 ; (2) 设 me X, X, 是 XX 的 一 个 子 集 ， 
则 x 可 以 用 X, 中 元 素 的 线性 组 合 以 任意 精度 逼近 的 充 要 条 件 是 
хрх БЕСА IH JG) = 0 (x€ X) 时 , 必 有 fm) = 0, 
其 实 , 若 X, 是 由 X, 中 元 素 所 张 成 的 线性 子 空间 , 则 <, 可 以 用 


Жіп > TENETE Xi ck 为 常数 ， k = 1,2,...,n) 的 元 素 以 任 
k=1 


ЖЕНШ EE ЗВ РЕЈА me X. 这 样 由 (1) 就 可 推出 О). 
(2) 为 我 们 提供 了 一 个 判别 和 me X 能 否 用 X, 中 元 素 的 线性 组 
合 以 任意 的 精确 庶 逼 近 的 判别 法 。 

推论 2.2.1, 推论 2.2.2 以 及 有 关 的 结果 还 告诉 我 们 ,为 了 研究 
X 中 元 素 » 是 否 具有 基 种 属性 , 可 将 它 转 化 为 X 上 的 线性 泛 函 是 
否 具 有 相应 的 属性 的 研究 ， 这 种 方法 在 分 析 中 是 常用 的 。 综 上 所 
述 ,已 经 可 以 说 明 ，Hahn-Banach 定理 是 一 个 非常 有 用 的 工具 , 作 
为 Hahn-Banach 定理 的 应 用 可 以 证 明 下 面 的 定理 ， 
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定理 2.2.9 设 天 是 紧 算 子 ，y6《 X 是 给 定 的 元 素 , л >< 0, HI 
(1 一 1K)x 一 y 有 和 解 的 充 要 条 件 是 7 与 算 子 1 一 1K* 的 零 空 间 
п* 正 交 , K* КЮН, 

证 明 必要 性 。 设 (1 一 4K)+ = y 有 解 x, 则 对 任 一 fe n* 
有 

FO) = }(х— АКх) = f(x) — JG Kx) = f(x) — G. K*f) (x) 
= (f — АК (x) = 0, | 

FU y 与 я* 中 任 一 元 正 交 ,或 者 说 у1л*, 

充分 性 。 设 ?上 mr*，? 关 0， 方 程 U 一 4K)x = y 有 解 等 价 
于 ye I — АК HER R, KRIER’ 属于 R 即 可 。 现 设 yéR, 
е5 ХАВ 258], H Hahn -Banach 定理 的 推论 2.2.2, EX 
上 的 有 界线 性 泛 函 h 使 G) = РЁ ШЇ 一 1， 对 任何 z€ К, 
f(x) = 0. h) = 0 (z€ R) 表明 对 一 切 * 《 XA (х — kK) 
一 0， 即 对 一 切 xe X, ДӘ (Ff — aK*h) C) = 0, Ж h — АК*], 
一 0， 即 һЄєл*, 但 已 知 y€ n* EX, K 0) = 0, 与 Ау) = 
[у 20 矛盾 ,这 个 矛盾 说 明 ye R, MHE (1 – aK) = y 有 
ж. е. 

至 此 我 们 已 经 对 紧 算 子 建 立 了 Fredholm 理论 , 这 里 紧 算 子 
是 个 关键 的 条 件 。 前 面 已 经 说 过 ， 有 界 集 是 否 紧 致 是 有 限 维 空间 
和 无 限 维 空间 的 分 水 岭 ， 为 了 要 将 有 限 维 空间 的 结果 推广 到 无 穷 
维 空 间 常 常 要 附加 某 些 和 紧 性 有 关 的 条 件 ， 因 此 紧 性 是 十 分 要 紧 
的 条 件 ， 

由 Hahn-Banach 定理 可 知 ,线性 赋 范 空间 有 足够 多 的 线性 泛 
ЖЩ, 但 是 线性 赋 范 空间 未 必 能 定义 内 积 。 为 了 讨论 在 线性 赋 范 空 
间 中 定义 内 积 的 条 件 ， 先 考虑 在 有 限 维 空间 中 如 何 用 长 度 也 就 是 
用 范 数 定义 内 积 。 由 余弦 定理 


, [х— yl? == {fæl + iyl — 2(х,у), 
从 而 
(z,y) 一 а + yk аур 
2 
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同时 也 可 以 证 明 
(х,у) 一 lz + yl? 110-01 ; 
2 


从 这 两 个 式 子 中 消去 (ху) 就 有 
|: + y| + [а у = 2||= + 21512, 
这 个 等 式 叫 作 Jordan- 
Neumann 恒等式， 其/ 
何 意义 是 平行 四 边 形 的 对 x ~ — 
角 线 的 平方 和 等 于 各 边 的 
平方 和 。 可 以 证 明 下 述 的 
定理 ， 
定理 2210 RHR 图 2.2.2 
范 空 间 可 以 定义 内 积 的 充 要 条 件 是 对 空间 中 的 任意 元 素 z 和?y 都 
有 
|= + y + |z yt = 211° + 215]. 
JK Ж ДЕЗЕ JU B Я, РЕЛ РАЛУ IT ЕЛЕ P MEAS 
中 的 定理 ， 这 给 我 们 一 个 
AR: 我 们 可 以 按 平面 几 
何 的 结果 思考 、 提 出 命题 ， 
用 证 毅 分 析 的 术语 改写 和 
证 明 ， 对 于 和 紧 性 无 关 的 
定理 。 这 种 作法 常常 是 有 


图 2.2.3 效 的 ， 
下 面 我 们 证 明 ，C(9) 不 是 内 积 空间 。 取 0 一 [一 1, 1] 4 
0, *=< 0, 
h) 一 |, x >= 0 
0, <*> 0, 
f(x) = {_, сб 


显然 АС). ҺО) 都 是 [一 1,1] 上 的 连续 函数 ,容易 验证 АС), 
|ба), С + а), !hG@2)— Са) 的 最 大 值 都 是 1， 即 
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ПАН = А! = [А + hll = ПА — | = 1, Јогдап- Мештапп 和 恒 等 
式 显 然 不 成 立 ， 因 此 C[ 一 1,1] 不 能 定义 内 积 , 容易 相信 对 空间 
CO) 也 不 能 定义 内 积 。 

由 于 线性 赋 范 空间 不 能 定义 内 积 ,线性 泛 函 的 作用 格外 重要 ， 
线性 这 了 之 于 线性 赋 范 空间 ， 犹 如 坐标 之 于 几何 ， 对 几何 引进 坐 
标 ,可 以 将 几何 语言 译 成 代数 语言 ,扩大 了 几何 的 研究 范围 ， 给 几 
何 研究 提供 了 新 的 武器 ， 能 解决 几何 方法 所 不 能 解决 的 问题 ， 由 
于 坐标 是 向 量 在 坐标 轴 上 的 投影 ,坐标 就 是 线性 泛 函 ,因此 线性 泛 
应 相当 于 线性 赋 范 空间 的 坐标 ， 可 以 利用 线性 泛 洋 将 线性 赋 范 空 
间 的 研究 转化 为 共 纱 空间 的 研究 ， 这 是 泛 函 分 析 中 一 个 重要 的 研 
究 方 法 。 


$2.3 Hilbert 空间 


从 前 一 节 中 看 到 ,对 一 般 的 Banach 空间 不 能 定义 内 积 ,因此 
Banach 空间 的 几何 是 没有 角度 的 几何 ， 没 有 角度 就 没有 正 交 ,不 
能 从 平面 外 一 点 向 平面 做 垂 线 ， 一 点 到 一 个 子 空间 的 最 短 距 离 也 
不 能 得 到 .没有 内 积 、 没 有 和 角度 的 几何 显然 是 种 不 完善 的 几何 , 需 
要 在 空间 中 引进 内 积 ， 

二 十 年 代 Gittingen 大 学 人 才 葵 苯 ， 第 一 次 大 战 后 ，G5t- 
tingen 的 数学 活动 围绕 着 Courant, Landau 和 Noether 广泛 展 
JF. 同时 Marx Born 周围 云集 了 一 批 物理 学 家 ， 本 世纪 20 年 
代 是 Göttingen 物理 学 的 全 盛 时 代 。 由 于 Landau 的 努力 ， 
Göttingen 成 了 数论 研究 的 中 心 。 战 后 最 富有 成 果 的 研究 圈子 之 
一 以 ”Noether 为 中 心 展开 。 公理 化 方法 在 她 手中 不 仅 是 河清 
逻辑 和 深化 基础 的 手段 ,而 且 是 具体 进行 数学 研究 的 有 力 武 器 .她 
的 学 生 包 括 荷兰 的 van der Waerden、 奥 地 利 的 Artin、 苏 联 
的 Alexandrof. 以 Noether 为 首 的 抽象 代数 学 派 使 整个 
数学 界 为 之 一 震 ， 在 他 们 的 影响 下 导致 Bourbaki 学 派 的 产生 ， 
使 法 国 数学 获得 新 生 ， Noether 的 论文 只 有 各 多 篇 , 假 所 产 
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生 的 影响 是 巨大 的 。van der Waerden 在 Noether 和 Artin Ж 
义 的 基础 上 ,整理 出 《近世 代数 》 一 书 ,这 部 书 曾 将 大 批 数学 家 引入 
新 的 领域 ， 而 且 为 以 后 代数 学 书 的 写法 树立 了 榜样 。 它 传播 了 
Noether 的 县 想 ， 从 根本 上 改变 了 整个 代数 学 的 面貌 。Noether 
不 仅 在 抽象 代数 方面 做 了 黄 基 性 工作 ， 而 且 对 拓扑 学 的 发 展 有 很 
大 影响 。 正 是 在 好 的 影响 下 , 苏联 的 Alexandrof， 瑞 士 的 Hopf 
把 同调 群 的 概念 引 人 拓 扑 学 。 现 代 代 数学 与 现代 拓扑 学 的 密切 关 
系 正 是 当年 Noether 指出 的 光明 大 道 。 

Courant 象 Klein 一 样 继承 了 Göttingen 大 学 的 数学 物理 
传统 。 他 的 工作 的 真正 核心 就 是 有 意识 地 继承 和 发 展 Riemann， 
Klein 和 Hilbert 的 思想 ， 坚 定 不 移 地 证 明 所 有 数学 分 枝 的 基本 
统一 性 , 

本 世纪 二 十 年 代 是 物理 学 的 美好 年 代 , 在 以 Cambridge，Co- 
penhagen 和 Göttingen 为 顶点 的 三 角形 内 ,理论 研究 以 魔术 般 的 
速度 突飞猛进 。1921 年 21 岁 的 Heisenberg 从 München 来 到 
Göttingen, 1924 年 ，Hilbert，Courant 的 书 出 版 ,这 本 书 为 量子 
力学 提供 了 有 力 工具 。Hilbert 的 理论 甚至 还 用 了 谱 这 个 名 词 ,但 
当时 只 是 一 个 纯粹 数学 想 革 , 没 想到 它 竟 会 在 光谱 得 到 应 用 。 

Hilbert 的 兴趣 主要 有 两 个 方面 ， 一 个 是 数学 基础 ，Hilbert 
建议 将 数学 化 为 形式 系统 。 这 个 形式 系统 的 对 象 (数学 定理 及 其 
证 明 )，* 通 过 逻辑 语言 表达 为 语句 。 Hilbert 要 求 从 一 个 公理 体系 
出 发 推出 一 切 真 命题 的 集合 ,并 且 要 求 发 展 一 种 方法 ,使 得 按 着 这 
种 方法 ,对 任何 命 匮 ,都 能 经 过 有 限 步 判 定 其 真 仿 ， Hilbert 为 此 
做 了 巨大 努力 ,也 取得 了 许多 成 果 , 因 此 开创 了 数学 基础 的 形式 主 
义学 派 。 但 是 后 来 Gidel 证 明 把 整个 数学 统一 成 一 个 公理 体系 
是 不 可 能 的 。Hilbert 的 兴趣 另 一 方面 是 物理 学 ,他 对 包括 量子 力 
学 在 内 的 物理 学 有 极 大 兴趣 。 但 任何 大 家 都 是 有 局 限 性 的 ，Hil 
bet 在 物理 学 方面 的 成 就 很 不 理想 ， 而 且 这 时 他 在 数学 基础 方 
面 的 观点 受到 强 有 力 的 对 抗 ， 这 方面 的 代表 人 物 是 创立 直觉 主义 
Brouwer， 其 中 还 有 Hilbert 最 有 才华 的 学 生 之 一 Weyl。 1924 
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年 21 岁 的 Neumann 来 到 Gittingea， 他 和 Hilbert 下 起 研究 
量子 力学 的 数学 基础 ， 这 使 Neumann 更 进一步 深入 量子 力学 ， 
创立 了 量子 力学 的 数学 基础 ， 在 这 项 工作 中 ，Neumann 提出 了 
研究 Hilbert 空间 的 公理 化 方法 ，。 
线性 赋 范 空间 是 赋 有 长 度 的 线性 空间 ,但 从 几何 角度 看 ,只 有 
КАЖЕ, ЖЕНА, 在 Euclid 空间 中 两 个 向 量 x 和》 
的 内 积 为 
(х,у) 一 lizxlllyl соѕӨ, (2.3.1) 
其 中 |=] 和 [у 是 向 量 * 和 39 的 长 度 ，9 是 向 量 * 和 向 量 》 的 
夹 角 ,由 于 
50 一 #37) 
(ху? 
因此 ,只 要 有 了 长 度 和 内 积 就 可 以 定义 角度 ,为 了 在 线性 赋 范 空间 
中 定义 角度 ,我们 引进 内 积 概念 . 
如 果 对 线性 空间 苹 中 任何 一 对 元 素 * 和 3 定义 一 个 实数 《zx， 
y) 使 其 满足 
(1) (x,x) Z 0, H (x,x) = 0 ЕЩ х = 0; 
(2) (x,y) = (y,x); 
(3) (z, + ау) = (ку) + Gy); (2:32) 
(4) (ок,у) = «(х,у), < 为 任意 实数 ， 
ДЖ (х,у) 为 * 和 Y 的 内 积 ， 并 把 环 叫 作 内 积 空间 。 (2.3.2) 列 
出 的 四 条 叫 作 内 积 公理 。 
内 积 公理 是 从 (2.3.1) 抽象 出 来 的 ,在 (2.3.1) 中 令 y = т, Д] 
z 和 ?的 夹 和 6 为 零 , 因此 (x,x) = llel’, ERE + 与 * 的 内 积 
Ж * 的 长 度 的 平方 ,因此 满足 (2.3.2) 的 第 一 条 ,第 二 条 显然 成 立 ， 
(2.3.2) 的 第 三 条 在 几何 上 表示 两 个 向 量 之 和 在 一 个 给 定 方 向 上 
的 投影 等 于 两 个 向 量 分 别 在 给 定 方向 上 投影 的 和 。 因 此 第 三 条 成 
立 。 至 于 第 四 条 是 显然 的 。〈2.3.2) &Ъ (2.3.1) 抽象 出 来 的 ， 但 
HAT (2.3.1) 的 具体 形式 ,使 它 包 括 更 多 内 容 。 还 应 指出 
lzi = V (z,z) 
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满足 范 数 公 理 (2.2.1), 因此 内 积 空间 必然 是 线性 赋 范 空间 ， 下 面 
给 出 内 积 空间 的 例子 ， 
8231 在 * 维 Euclid 空间 中 定义 内 积 
(х,у) xt xyi ty 
容易 验证 这 样 定义 的 内 积 满 足 公理 (2.3.2)， 因 此 % 维 Euclid 25 
闻 E" 是 内 积 空 间 ， 
例 2.3.2 5810 上 所 有 Lebesque 平 方 可 积 函 数 ,引进 内 积 


(f,z) 一 |, feda, (2.3.3) 


它 显 然 满足 内 积 公理 《2.3.2), 因此 是 一 个 内 积 空间 ， 这 个 空间 记 
以 L(a). 注意 LX《Q) 既是 赋 范 空间 ,又 是 内 积 空间 。 

一 般 地 说 ,线性 赋 范 空间 未 必 是 内 积 空间 ,线性 莽 范 空间 能 定 
义 内 积 空间 的 充 要 条 件 由 定理 2.2.10 给 出 , 

现在 我 们 已 经 知道 四 类 空间 : (1) 线性 空间 ; (2) RERE 
空间 ; (3) 内 积 空间 ; (4) Euclid 空间 。(1) 是 引进 元 素 的 加 法 、 
元 祭 与 数 的 乘法 ;《〈2) 在 线性 空间 中 引进 长 度 , 也 就 是 范 数 ， 从 而 
引进 距离 ; G) 在 线性 空间 中 引进 内 积 , 也 就 引进 了 角度， 因为 一 
个 元 案 与 自己 的 内 积 就 是 范 数 平 方 ， 因 此 内 积 空间 一 定 是 赋 范 线 
性 空间 ; (4) Euclid 空间 是 有 限 维 内 积 空间 ,这 四 者 的 关系 是 一 
个 包含 一 个 ， 即 (1)2(2)2(3)20(0). 

线性 空间 对 代数 运算 是 封闭 的 ,引进 了 范 数 就 引进 了 距离 ,有 
了 距离 就 有 了 极限 ， 在 数学 分 析 中 有 个 极限 存在 的 Cauchy 判别 
法 , 它 的 内 容 是 实数 序列 {х„} 在 实数 范围 内 有 极限 的 充 要 条 件 是 

lim |x, — xal = 0, (2.3.4) 
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这 里 实数 的 条 件 不 能 去 掉 , 将 实数 改 为 有 理 数 就 不 对 了 。 例如 设 
zx。 代表 2 的 无 穷 小 数 表 示 中 的 前 n 位 ， 即 == 1, n= 14, 
z, = 1.41, сара, 它 显然 满 足 (2.3.4), 但 在 有 理 数 域内 x, 没 
有 极限 。 由 于 实数 域 上 Cauchy 判别 法 成 立 , 因此 实数 域 对 极限 
运算 是 完备 的 。 赋 范 空间 和 内 积 空间 也 分 为 完备 和 不 完备 两 类 ， 
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Cauchy 判别 法 不 成 立 的 这 类 空间 叫做 不 完备 的 ,下 面 我 们 给 出 完 
备 空间 的 定义 ， 
若 线 性 跨 范 空间 中 的 点 列 {x.} WERE lm jz 一 zol = 0, 


则 称 (z) 是 一 个 基本 序列 .如 果 在 X 中 任何 基本 序列 都 有 极限 ， 
也 就 是 说 对 X 中 任何 基本 序列 {xa} 在 X 中 能 找到 一 个 x 使 得 
lm [а 一 soll 一 0， 则 称 丈 是 完备 的 。 完备 的 线性 赋 范 空间 叫 


Banach 空间 ， 完 备 的 内 积 空间 叫 Hilbert 空间 。 只 有 完备 的 空 
疗 才 有 名 字 , 可 见 完备 的 重要 性 。 下 面 我 们 给 出 Banach 空间 和 
Hilbert 空间 的 例子 . 

例 2.3.3 ССО) 是 Banach 空间 ,这 是 因为 与 CC(9) 的 范 数 
相对 应 的 收敛 是 一 致 收 贷 。 按 照 一 致 收 伍 的 判别 法 ， 任 何 基本 序 
列 都 一 致 收敛 ,而 连续 函数 一 致 收敛 的 极限 仍 是 连续 函数 。 

例 2.3.4 LX0) 是 Hilbert 空间 。 这 就 是 说 LQ) 中 的 
任何 基本 序列 在 LQ) 中 有 极限 ,这 个 结果 的 证 明 可 以 参看 吉田 
耕作 的 《 泛 函 分 析 》, 

例 2.3.5 根据 与 例 1 类 似 的 道理 ， соу в E. Banach 空间 . 

例 2.3.6 如 果 我 们 在 集合 ССО) R5 AAR (2.3.3), 它 是 
一 个 肉 积 空间 却 不 是 Hilbert 空间 ， 例如 , 设 f(x) 是 图 2.31 
所 示 的 折线 函数 。 容易 构 造 一 串 连 续 可 微 函 数 }„(х), (Б 


|| Ср, Са) — f(x) Ndr > 0, (я-> оо), 
a 


但 f(x) 显然 不 是 可 微 函数 ,故此 空间 不 完备 。 

Hilbert 空间 是 最 接近 Босна 空间 的 无 穷 维 空 间 。 在 Hil 
bert 空间 中 能 定义 角度 ， 当 然 可 以 定义 正 交 。 设 х,у 是 Hilbe- 
rt 空间 和 中 的 任意 元 素 ， 如 果 (х,у) 一 0， 便 把 x 和 7》 URES 
的 , 记 以 *Ly。 若 M 是 无 的 子 集 ， 所 有 与 对 正 交 的 向 晤 构成 一 个 
线性 空间 ,这 个 线性 空间 叫做 对 的 正 交 补 空间 , 记 以 M+, WUER 
欧 氏 空间 为 侧 , 若 M 是 形 如 (4,0,0) 的 向 量 的 集合 ,那么 M+ 便 
是 形 如 〈0,w,>) 的 向 量 集合 ， 


+ $4 >» 


图 2.3.1 


在 三 维 Euclid 空间 中 线性 泛 函 的 一 般 形式 就 是 ax + by + 
са, WÈ f 表示 向 量 (a,6,c)， 久 表示 向 量 (x,y,z)， 则 az 十 
by + cz 可 以 写成 了 和 七 的 内 积 ， 由 于 

[ах + by + cz| < (а + b: ул + (х у + 7), 


”并 且 当 


а b = 6 
Va+h+e У СМа +з + i ма + b + a 
М, ax + by + оса = (а + Б + с), ЩЩ lax + by + cz] 在 
单位 球 上 的 最 大 值 为 (a? 十 6 УЗ, НЕА ах + by 十 cz 
的 范 数 就 是 向 量 f 的 范 数 。 这 个 结果 能 推广 到 Hilbert 空间 ， 这 
就 是 Riez 表现 定理 。 

定理 2.3.1 ИНЖ Hilbert 2], Р(х) 是 互 上 的 有 界线 
性 证 项, 则 存在 唯一 的 妃 中 的 元 素 f, 使 
F(a) = (f ,x), (2.3.5) 


х = 


3Ë H. ЇР = ЇЇ. 

(2.3.5) 在 几何 上 可 以 这 样 解释，F(x) = 0 是 过 原点 的 平 
面 , f 是 平面 上 的 法 向 量 , z 是 平面 上 的 任意 向 量 ， 我 们 可 以 以 此 
为 根据 去 求 f。 一 般 地 F(x) 一 0 的 z 在 瓦 中 构成 一 个 线性 子 空 
间 , 这 个 线性 子 空间 我 们 记 以 了 了。 设 w 是 巨 中 不 在 V 内 的 元 素 .用 
几何 的 话 来 说 ， 就 是 汪 是 平面 了 外 的 一 点 。 设 w 是 双 在 平面 了 
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上 的 投影 ,那么 о йиш w = (7, +, =) 
其 中 r= tte, E= Euclid 空间 中 F(x) = ах 
by 十 ex， 因此 F(no) = Ма + bt + сї = |Ң. 所 以 对 任意 给 
定 的 线性 泛 函 R(s)， 我 们 可 以 认为 了 一 FOnono 这 里 n= 


一 we 。 将 这 段 话 翻 译 成 泛 函 分 析 的 语言 ,就 得 到 Riesz 表现 


lw 一 wall 

定理 的 证 明 ， 注 意 这 里 假定 v Ev EEEL., 在 Euclid 

空间 中 w 是 肯定 存在 的 , 对 Hilbert 空间 这 个 结果 也 是 对 的 ， 
定理 23.2 设 M 是 Hilbert 空间 互 的 一 个 闭 子 空间 , wH 

中 不 属于 M 的 元 素 , 则 有 而 且 只 有 一 个 互 中 的 元 we， 使 w — u 

£H EZE, 

”这 个 定理 是 过 平面 外 一 点 能 作 而 且 只 能 作 一 条 这 个 平面 的 垂 
RE Hilbert 空间 的 推广 。 必须 指出 这 个 定理 对 一 般 的 内 积 空 间 
未 必 成 立 。 因 为 一 般 的 内 积 空间 未 必 完 备 ， 以 初等 几何 为 例 ， 如 
果 只 限于 考虑 坐标 为 有 理 数 的 点 ,那么 平面 就 象 个 筛子 ,有 许多 和 孔 
眼 ，(V 2 V3) 就 是 一 个 。 如 果 垂 足 坐标 刚好 是 无 理 数 ,那么 
垂 足 就 不 存在 了 。 这 是 我 们 必须 考虑 完备 空间 的 一 个 原因 。 

定理 23.3( 直 交 分 解 ) ЖМЖ Hilbert 空间 的 闭 子 空间 ， 
则 对 任意 的 =€ H 可 作 下 列 唯一 的 直 交 分 解 ，x 一 x 十 y， 其 中 
z€ M. ує ML 

Schmidt 对 L 空间 首先 证 明了 这 个 结果 ,一般人 情况 下 的 结果 
则 由 Neumann 给 出 。 

下 面 介 绍 一 个 以 后 要 用 到 的 很 重要 的 概念 。 由 Riez 表现 定 
AYE REZA f(x), 有 且 仅 有 一 个 FEX, 使 f(z)=(f,z), 
TEREZA 1 与 X 中 的 元 素 一 一 对 应 ， 因 此 关上 的 线性 泛 函 也 

构成 一 个 线性 空间 ， 这 个 空间 与 原 空 间 在 代数 上 同 构 。 我 们 定义 


IF) — sup p O Il 4288: 一 了 时 最 大 ， 所 以 线性 泛 孙 的 范 


数 等 于 向 量 f 的 范 数 ， 这 样 两 个 空间 在 几何 上 或 者 说 在 拓扑 上 同 
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构 。 线 性 泛 应 构成 的 空间 X* ШЕ X 030822 атай ЖАШ ФЕН. Ж] 
Hilbert 空间 而 言 X 与 X* 是 同 构 的 。 我 们 再 研究 线性 泛 范 的 值 
F(x) 一 (f, =), 在 Euclid 空间 中 (f,x) == | 出 xllcos9， 于 是 


和 年 一 |z cose， 因 此 Cn нит: 在 上 的 投影 。 从 这 个 


意义 上 说 , z 的 线性 泛 函 相当 于 yx 的 影子 ,线性 泛 函 的 值 相当 于 影 
ТВК, ХАЈН ПУР * 的 影子 构成 的 空间 ， 正 如 影子 
是 人 的 忠实 伴侣 一 样 ， 这 个 空间 叫 对 偶 空 间 是 贴切 的 ， 一 个 人 的 
形象 可 以 用 它 的 影子 来 刻 划 ， 所 以 我 们 可 以 用 线性 泛 函 来 研究 一 
个 空间 ，Hahn-Banach 定理 表明 这 种 刻 划 是 可 能 的 ， 由 于 线性 泛 
函 的 值 域 是 数 域 ,定义 域 是 抽象 事物 ,可 以 用 数 域 的 性 质 来 九 划 原 
来 的 事物 ， 注意 Euclid 空间 上 的 坐标 是 Euclid 空间 上 的 线性 
泛 函 ,因此 对 偶 空 间 方法 相当 于 坐标 方法 的 推广 。 

分 析 中 至 关 重 要 的 概念 是 收 伍 概念。 容易 相信 当 一 个 人 靠近 
男 一 个 人 时 ,他 们 的 影子 也 彼此 靠近 ,类 似 地 , 对 z, e H, = € H, 
ЇЄН*, 4 х, —> ax ON f(x,) 一 xo)。 反 过 来 当 两 个 人 的 影 
子 靠近 时 ,两 个 人 未 必 靠 近 。 但 如 果 在 各 种 投影 面 上 影子 都 靠近 ， 
那么 两 个 人 就 真 的 靠近 了 ， Ж Euclid 空间 中 定义 收敛 有 两 种 方 
法 ,一 种 是 当 т 一 со БЇ, z, 与 хо 的 距离 趋 于 零 , 记 以 

їйї х„ 一 xoll = 0, 
这 种 收敛 叫 作 按 范 数 收 伍 ， BRERA 5 tk E Fk АА ЙИШ 
Ф, r” 一 (x? хт, сзсз, zt), xé == (ml, z) с-з, 25), ШУ 


Hm x, = х0 为 


‚ imz? = r, i= 1,2,1, (2.3.6) 
Ë е, Castet e, 是 # 维 空间 E” 中 的 单位 正 交 基 ,由 于 
т? = (хе), m= 1, 2 1 一 1，2 s.n, 


x 一 (xo е:), 11,2, ---, n, 因此 (2.3.6) 也 可 写成 
йта(х„,е;) = Croe;) i= 1,2, ,7, (2.3.7) 


由 于 Euclid 空间 中 的 任何 向 量 都 可 写成 Cis C23 ° °° 5 É, 的 线性 
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组 合 , 因 此 由 (2.3.7) 可 知 , 对 Euclid 空间 中 任意 向 量 了 都 有 
lim (x, ,1) = Ско Р), 4 (2.3.8) 
п Euclid 空间 中 的 任意 线性 泛 函 ( 即 齐 次 线性 水 数 ) 都 可 以 写 
成 (x,f) 的 形式 ， 因 此 用 泛 孙 分 析 的 术语 来 说 , 可 以 把 х, > ts 
定义 成 对 4 维 Euclid 空间 中 任意 线性 泛 函 f(x) 都 有 (2.3.8) 成 
立 。 显 然 这 种 收敛 与 按 范 数 收敛 等 价 ， 也 就 是 说 按 范 数 收敛 等 价 
于 按 任 意 方向 上 的 投影 收敛。 当然 对 有 限 维 空 间 而 阁 ， 对 任意 方 
向 上 的 投影 可 换 成 按 坐 标 轴 方 向 上 的 投影 ， 只 要 按 各 坐标 轴 方 向 
的 投影 收敛 就 可 以 了 。 
类 似 地 我 们 在 120, 1] 中 也 可 以 定义 两 种 收敛 一 种 是 按 范 
数 收敛 , 即 
||z,G) — rll — 0, m 一 co， 
一 种 是 对 L:[0,1] 上 的 线性 泛 孙 f 
im ,xnCt)) = (f ,x()), 
或 
jim(f,zn(D 一 xD) = 0, 
和 Euclid 空间 不 同 ,这 两 种 收敛 是 不 等 价 的 ,第 一 种 是 
| Canli) 一 xD — 0 m — co, 
第 二 种 是 对 任意 在 [0, 11 上 的 平方 可 积 函 数 了 都 有 
Со — «(ду —>0 
У m — оо 时 ,根据 Schwarz 不 等 式 , 有 
|| f(x 一 уа < [| (х„— гуа" [f pal”, 
所 以 由 第 一 种 收敛 能 推出 第 二 种 收 和 敛 , 反 之 则 未 必 成 立 ， 例 如 ,到 
z, (E) = sin mat, | СаСО 是 КО 的 Fourier Ж, Ж 
{rs 看 成 直角 坐标 系 ， 则 (f,x,) TUAR BENAR. 


与 初等 几何 的 结果 类 比 容易 相信 ， > (f, х.) < 1А, Mim 
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D (Тук KARI Ка) = 0。 但 是 由 下 式 

m=i 13—00 
' 1 л 
| Csin mni 一 sinnxt}di = | 61п?тзл1йт 十 | їп?їзлїї 
7 ° ° 


rl 
— 2 | sin mat sin natdi = 1 
0 


可 知 ，{xm(?)} 不 是 基本 列 , 因 此 不 能 收敛 。 这 说 明 按 第 二 种 意义 
收敛 的 序列 按 第 一 种 意 未 必 收 仿 。 既 然 按 范 数 收敛 一 定 能 推出 第 
二 种 意义 下 的 收敛 ， 反 之 不 真 。 所 以 我 们 把 按 范 数 收 和 敛 叫 做 强 收 
化 ,第 二 种 意义 的 收敛 叫 弱 收敛 ,下面 给 出 弱 收 和 敛 的 定义 ， 

定义 ”如 果 对 Hilbert ZEH RAFI {х„} 及 点 to IHE 
НИЕ А 了 都 有 limj(z,) = Сео), ДИК {ira} 8909 于 
хо. ОТЕ ims, = ro СЗО Й w-limr, == xo EK x, >t (89), 


ААУ Р SS пое, ys BU Sen PE ЕШ ей, PI 
limllx, — xi = 0, 

记 作 mz, = ж GOB s-lmz, = до BË z, — хо GR) 

根据 前 面 的 叙述 容易 证 明 下 述 定理 。 

定理 23.4 Ж r, ERAT zo MU zx, Pro x. 

我 们 已 经 知道 Bolzano- Weierstrass 的 聚 点 原则 成 立 与 否 是 
有 限 维 线性 赋 范 空间 与 无 限 维 线性 赋 范 空间 的 分 水 岭 ， 这 个 原理 
是 很 有 用 的 ,是 证 明 收 和 敛 性 的 强 有 力 武器 , 它 的 不 成 立 是 很 遗憾 的 
事情 。 但 是 前 面 指 出 ,对 任意 f | Г) sin nwidt = fa > 0, 从 而 
sin лл H n — coli sik ri 0。 这 个 事实 启发 我 们 ， 对 某 些 无 穷 
维 空间 按 弱 收敛 意义 ，Bolzano- Weierstrass 定理 可 能 仍然 成 立 ， 
事实 上 我 们 可 以 证 明 ， 

定理 2.3.5 如果 Hilbert 空间 互 的 点 列 1z,), {|х„||} 9 Ж 
界 序 列 时 , 则 (а, 必然 有 弱 收 倒 的 子 列 ， 


证 明 不 失 一 般 性 假设 fz,l 过 1, THR EM У) az, 


ітд 


е 89 + 


`— mama 


(e; 是 有 理 数 ，m 是 任意 正 整 数 ) 的 元 全 体 是 可 数 的， 所 以 可 把 它 
排 成 元 素 列 {у„}. 设计 是 这 种 元 素 全 体 骨 添上 它们 的 按 范 数 意 
义 收 和 敛 的 所 有 极限 点 后 的 乐 合 ， 注 意 这 些 极限 点 的 级 限 点 也 属于 
这 个 集合 ,因此 是 互 的 闭 子 空间 ,并 且 (ya) ЖМА. 

由 于 1С, у) < 1а, ПУ, РАИ y, 数列 {(xs，?ym)} 
п !]，2，-…， 是 有 界 的 ， 因 此 可 凭 对 角 线 方法 选 出 适当 的 子 列 
fj， 使 得 对 一 切 уа, Бау) FE, 

事实 上 , 根据 Bolzano-Weierstrass 定理 ， 从 有 界 数列 {х„, 
у.) Jasne 中 可 选 出 收敛 子 列 (хш ў), (x; у), (аң, 3). 
同样 ， 从 有 界 数列 (х,у), (х,у), Сх» 9), `° ФОНИ Ж 
子 列 (z, 92), Cens у), (ao 7 "КУНАЗ Сх, лз y.) 
(2,49). )» (xsin) 中 选 出 收敛 子 列 (xi, Yn) Са.) 
Casin Ya) 777 “ВЕЕ а] 

(ху), (xas у), 《zy0D，… 

(xu3 2), (Ens у), (х,у), t. 


数列 {rrje EAA {2ra 的 子 列 。 从 而 可 知 ， 当 
і < а, (Сау) 收 化。 然后 取 对 角 线 上 的 元 素 z = tps 
MJ {з} 是 {x。} 的 子 列 , 并 且 对 一 切 m, Cars ун), (zy, уь), 
(азун), `, К. : 
由 于 {ym} EMAR КЕ ХШ , 故 对 于 任意 的 yc M 及 
任意 的 “> 0， 存 在 Ym 使 |y— у, < s， 因 此 有 ， 
(Cna y) — Сев у) = бау) — (х,у) 
+ (х,у) 一 (xu, Ymo ) + (хь Ymo ) 一 (хр у) | , 
< Па Шу 一 у + [Cen — rs Ya l + leg ШУ, 
— y| < £ + {Cr х,у, l +в. 


当 n. K — ° ËP, |С, — ы, уны) 一 0， 从 而 数列 arsy) 
* 90 + 


收敛 。 对 任意 z€ H, HER 2.3.4 知 , 存 在 z€ M, z€ M`, 使 
r= sx +z. HT z, € M, X 


(z, z) = (хиз + z,) 一 Са, 21). 
由 于 n € M, # (zç, z) ШАЙ EX Ke) = im Csa) 由 于 


162, x,)| < |z 仙 xs， 可 以 验证 f(x) EAR REZA. 由 
Riesz 表现 定理 可 知 ,存在 z€ H, E f(z) == Се, о), МНЕ 


取 ze H, im(zrwyz) = 《x02)， 也 就 是 холо, 定理 证 毕 . 


定理 2.3.5 可 以 简单 的 概括 为 ， Hilbert 空间 中 有 界 集 弱 紧 
致 。 这 个 定理 突出 了 弱 的 意义 ,我 们 再 三 强调 ,有 界 集 紧 致 这 一 性 
质 的 重要 性 ,强调 它 是 分 析 的 基石 , 遗 同 的 是 在 无 穷 维 空间 中 这 个 
性 质 不 再 成 立 。 定 理 2.2.3 表明 ,这 个 性 质 是 否 成 立 是 有 穷 维 空间 
与 无 穷 维 空间 的 分 水 岭 。 正 因为 对 无 穷 维 空间 有 界 集 不 再 紧 致 
许多 对 有 限 维 空间 成 立 的 结果 对 无 限 维 空间 不 再 成 立 ， 增 加 了 研 
究 无 限 维 空间 的 困难 。 无 穷 维 空间 中 有 界 集 不 紧 致 ， 但 是 我 们 把 
收敛 换 为 弱 收 敛 。 定 理 2.3.5 告诉 我 们 ，Hilbert 空间 中 有 界 集 弱 
ЖУ XE Bolzano-Weierstrass 定理 在 弱 的 意义 下 被 恢复 起 来 . 
在 弱 拓 扑 意 义 下 的 Hilbert 空间 不 是 有 限 维 空间 , 它 比 有 限 维 空 
间 广 泛 ， 但 是 相似 于 有 限 维 空间 ， 而 且 具 有 许多 有 限 维 空间 的 性 
质 。 

这 个 定理 启发 我 们 发 展 算 子 方程 理论 有 两 条 道路 : (1) 给 算 
子 附 加 条 件 ,如 紧 算 子 、 正 定 算 子 、 凸 算 子 。(2) 考虑 一 般 算 子 ,但 
采取 弱 拓 扑 ,考虑 弱 形 式 的 算 子 方程 、 在 弱 形 式 的 意义 下 同样 可 以 
建立 美好 的 理论 。 弱 收敛 不 仅 有 美好 的 性 质 ， 还 有 深刻 的 物理 意 
义 ,这 在 $ 1.4 PERRI, 即 弱 收敛 相当 于 平均 收敛 。 定 理 2.3.4 
表明 若 {х„} BRAF хо, П {х„} BEKAF xo, ЫХ ЖЕ 
{х„} BERF zo {r} 未 必 强 收敛 于 ro FEREARE, 在 
一 定 条 件 下 由 弱 收 化 可 以 推出 强 收敛 ， 

定理 2.3.6 WR Hilbert 空间 日 的 点 列 {х„} KAF nE 


° 91 > 


— о meas масена ола. ка 


H, B. Ба |, = lols 则 {х,} DERAF л. 


证 明 |х, — х] = (x, — tosta — ж) = len Сео а) 
(ху,х„) + Па, 由 于 {х„} BRAF xo 当 站 -co 时， (xzo) 
э 1], УЛП len 一 zo 一 J， 亦 即 {х„) 强 收敛 于 ох. 

Еу ШАА. 二 维 空间 中 正方 形 的 四 个 顶点 是 
(0,0), (0, 1), (1, 0), (1, 1), n 维 空间 中 z 维 立方 体 的 2 个 顶 
点 是 (0, 0, ---, 0), (1, 0,…，0)，…; (1, 1,…，1)， 但 在 由 标 
准 正 交 基 сү, с, сс) ens сс 张 成 的 Hilbert 空间 中 虽 有 点 
С1,0, 0, --), 0，1， 0 等 项 点, 却 没有 (1,1,1,…) 这 
个 点 ,形象 的 说 天 塌 了 一 角 ,需要 找 一 块 石头 将 天 支 起 。 需 要 补充 
,一 个 函数 ,使 它 的 Fourier 系数 全 为 1、 这 个 函数 不 满足 Parseval 
等 式 ,因此 它 不 是 敬 通 的 函数 ,而 是 一 个 新 的 函数 ， 它 与 普通 函数 
的 关系 就 象 无 理 数 与 有 理 数 、V 一 1 与 实数 的 关系 一 样 。 在 第 三 
章 中 我 们 将 详细 讨论 这 个 问题 。 

坐标 是 用 一 组 数 刻 划 向 量 , 沧 标 的 功用 已 为 大 家 熟悉 ,解析 几 
何 就 是 范例 。 尽管 在 有 限 维 空间 中 按 坐 标 收 和 敛 与 按 范 数 收敛 等 
价 ， 解 析 上 用 何 仍 为 研究 问题 提供 了 锋利 的 武器 。 弱 拓扑 用 线性 还 
函 刻 划 元 素 , 也 是 用 一 系列 的 数 来 刻 划 元 索 , 因 此 线性 泛 函 相当 于 
广义 坐标 ,增收 敛 相当 于 按 坐 标 收敛 ,把 对 抽象 元 素 的 研究 化 为 对 
一 组 数 的 研究 ,后 者 的 性 质 显然 比 前 者 好 。 在 这 个 意义 上 说 , 弱 收 
伍 的 作用 类 似 于 解析 几何 对 Euclid 几何 的 作用 。 


$2.4 正定 算 子 方程 


这 一 节 要 将 第 一 章 中 的 Ritz 法 推广 到 更 一 般 的 算 子 方程 .第 
一 个 问题 是 给 定 一 个 算 子 方程 4x = f 能 否 找到 一 个 泛 函 使 它 的 
Euler 方程 为 Ax 一 上 我们 的 经 验 是 用 有 限 维 空间 猜 无 限 维 空 
їн] ,用 线性 代数 方程 猜 线 性 算 子 方程 。 首 先 考 虑 代数 方程 ax 一 8. 
容易 看 出 ， 令 F(x) = сх — 205, WA F'(z)= 2ax — 2b, 
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Е(х) = 0 = ах = 2. ATE FG) 取 极 小 ,必须 二 阶 导 数 大 于 
0， BD a > 0, 
考虑 代数 方程 组 
aux, + ат, + :十 at, == һу 
anx, 十 apt, Tt ах, == bis 
аах T+ ах, 十 …' F а„„х„ = bns 
事实 上 , 先 考虑 二 维 同 题 
дЕ* = аһ 十 quz; oE = gaa 十 apx, 
Or 
由 Green 公式 可 知 对 单 关 通 域 存在 F* 的 充 要 条 件 为 an 一 аң, 
当 ân => n 时 ， 
F* = (aux, + anx a + (az 十 ао) 


2 
= > | 21:05 


A 
FC xo х) = > QiiXiXi 一 2 > бх. 
类 似 对 * 维 情形 И ú 
Е( хуу х,у 5° х„) == Yama —2 УО) bais 


t=1 
а == ан» (2, hn 2,-- `, в). 


ЮТЕР, Еу Taylor 展开 


a OF 
Е(х + в) = Е(х) + — Ин» 
* ) =) У 8 дк," 2 Bx, Әх} ' 


由 于 在 极 值 点 S = 0, 故 在 极 值 点 附近 的 值 取 决 于 


> 2 


hih; = a;;jh;h; 
F. Б. і > HHH 


Тү 


Ж hk 0, Е(х+ВЬ)у— P(z)> 0, W| 5) а 为 正定 二 次 


i jmi 


型 。 

将 以 上 讨论 等 式 写 成 矩阵 记号 为: AX= B HAMRE 
ЕСХ) = ХТАХ — 208, X) = (AX, X) — (B, X), 这 里 4 起 
EEXKEE, 所 谓 正定 性 是 指 存在 C > 0, 对 任何 Х 0, 
(AX,X) > СХ". 对 实 和 矩阵 而 言 ,对 称 矩 阵 也 可 以 吗 作 自 共 恩 
矩阵 , 它 满 足 对 任何 X. Y, (AX, Y)= (X, AY). 

根据 上 面 这 段 分 析 ， 当 4 为 正定 算 子 时 , 我 们 猜想 , 方程 
Аи == f W E: TZ PS 

ICu) = (Au ,u) — 20һи) 
的 Euler У, 

ЎН Нег 空间 ,M 是 已 上 的 稠密 集合 , 即 对 互 中 的 任意 
жж х 及 任意 正 数 e, 都 能 在 中 找到 一 个 元 素 y, 使 得 lz — yl 
一 s。 设 4 是 定义 在 M 上 的 正定 算 子 , 即 存在 正 数 C > 0, 使 得 对 
任何 元 素 EM, BE 

( Ай „иу 2 С]? (2.4.1) 
车 对 MM 中 的 任何 元 素 # 和 v 都 有 

(Аи,о) = (u, Av), 
则 称 算 子 4 是 对 称 的 。 

定理 24.1 设 4 是 实 Hiber 空间 已 上 的 对 称 正定 算 子 ,其 

ENR ZCA) EH tHE, EDE 
Au =f, EH (2.4.2) 
有 解 и, NI) wo EZA 
J(u) = (Au, u) — 2(f,u) (2.4.3) 
取 极 小 值 ; 反 之 ,使 (2.4.3) 取 极 小 值 的 元 素 必 满 足 方程 (2.4.2》 

证 明 15 и, 是 (2.4.2) 的 解 ‚н 中 的 任何 元 素 t, 9 = ut 
п, Д] 

Јо) 一 (A(x, + 1), + n) 一 2(f ,uo + n) 

== (Au) + (Ausn) + Сп, н) + ( An,n) 
— 2(u Í) — 2(n,í), 
HT (Aun) = Cu, dn) = (An,aa), Au = f, Pr 
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Жо) = Jn) + (An,n), 

这 里 Jmn) ЖЕ, (Ал, n) > 0 (n = 0), ЦЯЖ 2А 
y= 0 时 JO) 才能 取 极 小 值 也 就 是 说 a E (2.43) 式 取 极 小 
值 。 

RZE m 使 Ja) 取 极 小 值 , 设 e= n + m, 这 里 7 是 
(А) 中 的 任意 固定 向 量 , 则 

J(s) = (Aus + tAn, + in) — 208 + 2111) 

= (Aun) + Amn) + б An, ) + (С An,n) 
— 2(z Í) — 2z(n,f). 

W JO) = F(C), W РС) = 2: (An, n) + 26А — f, n). * 

F'(0)= 0, ШЖ (Aum — f,n) = 0. 

由 于 4и —– 16 H, DCA) 在 日 中 稠密 , 故 对 任意 正 数 в, 都 
E nE DUA), E 14 — !— nl < s, BF 

Au — Н = (u, — f, Аи — f), 
= (Au — fan) + (Au, — |, Au, — f — n) 
= (Au — Í, Au, — j — n), (2.4.4) 
FRA CAm Р, Aw — т) < | Ан Ној — nil < ell Au 
一 骨 。 将 这 个 不 等 式 代 和 人 (2.4.4) 就 有 
Am — Н ell Am 一 fll, 

从 而 ldm — Н < s, 

由 于 s 是 任意 正 数 , 所 以 4m 一 /一 0， 这 就 证 明了 定理 2.4.1, 
定理 2.4.1 给 出 了 求 与 已 知 问题 等 价 的 变 分 问题 的 一 般 方 法 . 
正定 算 子 的 理论 可 以 推广 到 复数 域 上 的 Hilbert 空间 ， 考 虑 

复数 域 上 的 二 次 形 

1 1N уу 

Кг, 2.) = бағ) 。 | \( 


) - 2151 + 4213, + 212; + БЕТЕ 
Z, ` 
令 z, = ne, z: = ne r, 
fgis22) = rè +r? +O + в )гуг›сов (0, — 0:2) 
+ iU — u)r’ віп (Ө, — 6,), 
当 z = z, 时 ， 
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F = 202 4- (1 + g )rcos 20 + (А — и) зіп 20, 
1 1 
Et Fire Жл. 即 ( ， |) 是 对 称 矩阵 
为 此 我 们 考虑 复数 域 上 的 Hilbert 空间 ， 实 的 170) 空间 
中 的 内 积 定 义 为 


(J, z) = |. 10, 
车 f а 是 复 函数 ,为 保证 (f,f) 20, W 
G= | mao, 


这 样 可 以 保证 = | 140 > 0。 由 于 内 积 的 定义 不 同 , 内 积 的 


性 质 也 有 区 别 , 对 实 Hilbert 空间 (х, у) = (у,х), 而 对 复 НИ. 
bert 空间 ,以 LO) 为 例 ， 


GD 一 | «Мо = | {раа — G; O, 


Ik (х,у) 一 《y,*)， 内 积 公理 中 列举 的 其 它 性 质 不 变 , 因此 
Hilbert 空间 的 定义 为 如 下 : 
设 五 为 实 ( 或 复 ) 数 域 K 上 的 线性 空间 ， 若 对 五 内 任意 一 对 元 
Жах, у, ЇН КАЈ (х,у), 满足 
(1) (x,x) 20, (z,z) = 0 的 充 要 条 件 是 x= 0; 
(2) (х,у) = (у,х) 当天 是 实数 域 ， 
(z,y) = Су,х) 当天 是 复数 域 ; 
(3) (xw, + z,,y) = (х,у) (x,,y); 
(4) (az,y) = a(z,y), 
则 称 恕 是 实 ( 或 复 ) 内 积 空间 。 
对 复 Hiber 空间 ,同样 可 以 定义 正定 算 子 和 对 称 算 子 , 即 
设 算 子 4 定义 在 Hilbert 空间 妃 的 一 个 稠密 线性 集合 M 上 ,假定 
存在 常数 C > 0， 使 得 对 好 中 的 每 个 > 都 有 
(Az,zr) > С|х|!, 
则 称 4 是 M 上 的 正定 算 子 。 
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若 对 4 的 定义 域 中 的 任意 * 和 ?都 有 (4zx,y) 一 《yy4z), 则 
称 4 是 对 称 算 子 。 
对 实 内 积 空间 ,内 积 与 范 数 的 关系 是 
4(x,y) = |=: + y| — flix yi. 
对 复 内 积 空间 
|z + yil — ile — yi = (z + y,z + y) — (z — y,z y) 
= |æ + у + (х,у) + (y,z)— lal — lyl + (х,у) 
+(y,z) = 2[(х,у) + (y,z)]) = 4Re(z,y). 
为 了 求 出 (x，y) 的 虚 部 , 设 (х,у) =a + bi, W) 


b= Re(—i(x,y)) = Re(x,iy) = A [x + iyl? — le — #121, 


所 以 
4(<*,y) = le + y| |а У] + ;(]|z + ¿y| Па у). 
下 面 我 们 证 明 
定理 2.4.2 算 子 4 是 对 称 算 子 的 充 要 条 件 是 (An、4) ЖЖ 
数 。 


证 明 必要 性 。 设 4 是 对 称 算 子 ,从 而 (Aw, u) = (u, Au), 
另 一 方面 由 内 积 性 质 知 (а, Аш) = (Аш, и), ЫЛП (Aw, и) = 
CAu, м), BB (Аи,и) 是 实数 。 
充分 性 : 容易 验证 
4l 4и,и) = (Alu + о), ио) — (Alu — о), и о) 
+ i[(A(u + iv),u + ip) — (Alu — р), н — iv)], 
4С А» u) = (Alo + z), + н) — (Av н), — и) 
+ IIC AC + mm) + i) — САСо — iu), e — iu)]., 
由 内 积 的 人 性质 知 Au — v)u и) = (Aw н), — u), 
(Alv + тш), + ти) = (Аби — ie) „би — iv)) 
= (Alu — iv) u — iv), 
(Aly — ін), и — iu) = (~i Alu + бо) би + iv)) 
= (Alu + ip),u + iv). 
TE Aus, v) = (Ае, u) = (u, Av) 即 4 是 对 称 算 子 。 证 
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毕 。 

由 定理 2.4.2 可 知 ,对 复数 域 K 上 的 Hilbert 空间 , 正定 算 子 
是 对 称 算 子 ,因此 我 们 有 

定理 2.4.1 设 4 是 复 Hilbert 空间 H 上 的 正定 算 子 ,多 (4) 
жн , 若 方程 


Аи =f (2.4.2') 
有 解 и, NZA 
J(u) = (Auu) — (а, р) — (fpu) (2.4.3) 
取 极 小 值 , 反 之 使 (2.4.3) 取 极 小 值 的 元 素 必 满足 (2.4.2)。 
以 复 Hilbert 空间 代替 实 Hilbert 空间 ,定理 的 适用 范围 扩大 
了 ,条件 却 更 简单 了 。 
现在 我 们 证 明正 定 算 子 必 有 连续 道 算 子 。 由 于 (Аш, u) > 
С°, ЖН. ICAu,u)| < || Ане! , 因此 C ||s < 1А, Ж 
PD 中 4xl| > Clul, HEH 2.2.5 可 知 ，4 有 连续 逆 . 
若 4 是 正定 对 称 算 子 , 令 [u,v] = (Au, р), TUR EL, И 
足 内 积 公理 
(1) [usu] 20, Æ Тн, в] = 0, H (2.4.1) 可 知 Jal = 0. 
(2) 由 于 4 是 对 称 算 子 ， 因 此 〈4uw, о) = (и, Av), 也 就 是 
[u,v] = [0,и1; 
(3) lauw) = (Alau) v) = ladu ,v)=al Аи, о)==о{и, v]; 
(4) [а + xz,,ç] = (AG + u), v) = (Au, + Au,, о) 
== (Auv) + (Au,,e) = [uv] + [2,0], 
因此 [,] 满 足 内 积 公理 ,集合 ZA) 按 内 积 [,] 构 成 内 积 空间 。 
下 面 给 出 求 泛 函 《2.4.37 极 小 的 几何 意义 ， 由 于 (Au, н) 一 
Lusu], РТ (2.4.3) 可 以 写成 
Ji] = [n,n] — Cu, f) — СР). 
G, н) ЖАА A, К u, f)! < Wila]. 根据 
(2.4.1), [uu] > Сн, ië al2 = Luul, М 
Тек < АА < САА са 
于 是 (w, р ZA БИНЕ, # 多 (4) 是 Hi 
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lbert 空间 , 据 Riesz 表现 定理 ,能 在 ZA) 中 找到 一 个 元 素 m 
使 [sos] 一 (xf), FE 
Ји) = [u, u] — 2[# u] = [u — ugu — u] — [us t], 
由 于 [msm] 是 确定 的 常数 ， 因 此 要 使 Лк) 最 小 ， 只 要 第 
一 部 分 最 小 ， 而 第 一 部 分 当 w 一 ww 时 取 最 小 值 , 其 最 小 值 是 
—[ms u]. 


假如 能 构造 序列 lu.) 使 imyCx,) = 一 [mosw]， 则 称 (a) 


为 极 小 化 序列 。 由 于 J(u,) =ч (н, 一 tit, 一 uo] 一 PATAP 因 
此 


йт Ј(и,) 一 Ганун] € Ги, — нуун, — u] 一 0 (2.4.5) 


所 以 {w,} 是 极 小 化 序列 等 价 于 {w。} 按 范 数 [,] 收 敛 于 真 解 ， 
上 面 的 讨论 中 假设 ACA) 是 Hilbert 空间 , 即 Z( A) 是 完 
备 的 ,也 就 是 说 ZA) 中 的 任意 基本 序列 都 有 极限 。 若 DA) 
不 完备 , 则 可 以 补充 一 些 新 元 素 使 它 变 为 完备 空间 ,就 像 用 无 理 数 
补充 有 理 数 使 它 成 为 整个 数 轴 一 样 . 设 序列 {w,} 是 基本 序列 , 即 
lim |а, 一 wml 一 0, ШЖ (uy 在 ZD 中 没有 极限 , 那么 规定 


一 个 元 素 # 作为 序列 {du} 的 极限 ,暂时 不 考虑 Q 的 具体 形式 ,只 
把 它 当 作 一 个 形式 记号 ， 这 样 的 w 叫 作 理想 元 素 或 极限 元 素 。 设 
极限 元 素 # 和 vw 分别 为 基本 序列 (ы, 和 {v,} 所 定义 ,如果 
Бш |, 一 "中 一 0， 那么 认为 w 一 "。 极 限 元 素 的 内 积 定义 为 
(u,v) = lm(u,,e,), 

显然 lul 一 limllwoll。 可 以 证 明 把 所 有 的 极限 元 素 补充 到 ZA) 
rh, DA) 成 为 完备 空间 , 即 Hilbert 空间 ， 这 个 补充 新 元 素 的 
过 程 叫 作 完备 化 ， 久 (4) 按 范 数 [,] 完 备 化 而 得 到 的 Hilbert 2 
闻 记 以 Ha. Н. 的 具体 特性 ,极限 元 素 的 具体 特性 取决 于 ФС л) 
的 特性 ,以 后 我 们 将 进一步 叙述 。 

现在 氢 述 求解 一 般 正 定 算 子 方程 的 Ritz 法 , Rits 法 就 是 一 
种 构造 极 小 化 序列 的 方法 ， 它 的 要 点 如 下 : 在 Hilbert 空间 Hs 


中 选取 在 范 数 | la， 意义 下 完备 的 元 素 序列 lo, BD H, 中 
的 任意 元 素 # 都 能 找到 一 组 常数 оц, - a, 使 


lz 一 > apal < в, 
这 时 就 说 (p) 按 范 数 上 la, EZAN, Ph e 是 预先 给 定 的 
任意 正 数 ， 假 定 dp) 线性 无 关 , 令 
u, == > аф,» 
将 н, RAZA Ju) 就 有 
Ји,) == > wiol A Ppi» Pa) —2 > аб}, Фі), 

这 时 J(u,) 是 C19” * * G, RIAR 记 这 个 质数 为 АСТАСА 
а), 将 对 а 求 导 数 得 到 


oF =2 У) (Араф) — 2(f, Фі)» 


даз k=1 


在 Flaa tan) 的 极 小 值 点 Е. 一 0， 从 而 


DalAgpis pt) = (Р, р), = l, en (2.4.6) 


k=1 


这 实际 上 是 关于 ostrea, 的 线性 代数 方程 组 。 从 几何 上 看 ,这 
个 代数 方程 组 一 定 有 解 。 事 实 上 设 qp1,***，qp。 张 成 的 子 空间 为 
Р. Ritz 法 相当 于 在 P, 中 寻找 点 и, 与 某 一 给 定点 8 距离 最 
MD, и, 应 该 是 ?在 Р, 上 的 投影 ,显然 x 存在 而 且 唯 一 。 这 个 
结果 也 可 以 用 代数 方法 证 明 . 

下 面 证 明 按 Ritz 法 构造 的 序列 是 极 小 化 序列 ， 由 于 4 一 一 
[оомо] 是 已 的 下 确 界 ,因此 对 任意 给 定 的 正 数 s, FE ç € Hi 使 


d+ =. >J) 224. W о, 是 按 Ritz 法 构造 出 来 的 近似 解 , 显 
然 
Ји) — Iw) = (Ае, ,0,) — Afv) — (Авр) + 20,0) 
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= (40,,0,) — (Au r) + lft — va) 
从 而 
Cp) I) < |40,0.) — С.р) + 21C(f,e—e,)! 
< Ilenia — ls, + 210,9» — | 
< lie, — оь о. vlag + lola] + 21] — rsl, 
(2.4.7) 
由 于 Íz 一 о, ПА 2 Со 一 vl， 因此 (2.4.7) 可 以 写成 


WO = 260) < lva — ela, [loa — sls, + tola 


+ 1. іо 一 Лал, 


又 由 于 (p) ЖН, 中 完备 ,总 可 以 选择 was 使 名 一 za 
充分 小 ,因此 [J(v) 一 J(v,)| < ef/2, 于 是 有 


dE) < о) + 5- Sd +e, 


4 в -> 0 即 得 myo,) = 4, 设 u, 是 按照 Ritz 法 构造 出 来 的 
函数 ,那么 4<J(uj) SIO), 从 而 imu) 一 小 即 (a) 


是 极 小 化 序列 ,根据 (2.4.5)， {x。} 按 范 数 116, KAF и, 

这 些 工 作 由 К. О. Friedrichs (1901—1982) 于 1934 年 完 
成 。 前 面 指 出 按 Ritz 法 求 出 的 近似 解 a, 是 w。 在 有 限 维 子 空 
H PP, 上 的 投影 ,从 而 对 任意 p e P,, Си„— а, ф)н, = 0. Ж] 
地 有 (ws 一 ио фд)н, = 0, BR САС, — м), фа) == 0 或 (444 一 
fopa) = 0, k=l, 4#。 这 就 是 Galerkin FE, 从 而 使 得 正 
定 算 子 Кит 法 与 Galerkin 方法 等 价 ， 用 Ritz 法 求解 问题 需要 
先 找 一 个 泛 郑 ,使 这 个 泛 函 的 Euler 方程 恰好 是 给 定 的 方程 。 为 
使 这 个 泛 函 存在 ,给 定 的 方程 必需 满足 某 些 条 件 ,这些 条 件 由 Va- 
inberg 定理 给 出 (可 以 参看 Oden & Reddy:“Variational Methods 
in Theoretical Mechanics” 第 二 章 ; BHX, iJ, HJR 
24; 2(1981), 190—206; WKI, 应 用 数学 学 报 ，1989，No4，p 

и 


489 一 498)。 当 这 些 条 件 不 满足 时 ，Ritz 法 不 再 适用 ， 但 Galer- 
kin 法 仍 可 应 用 ， 所 以 Galerkin 法 比 Ritz 法 的 应 用 范围 更 广 ， 
Galerkin 法 可 以 用 于 求解 抛物 型 方程 和 双 曲 型 方程 , 但 当 求解 双 
曲 型 方程 时 会 降低 精度 ,产生 过 分 的 振荡 ,从 而 产生 各 种 非 标 准 的 
Galerkin 方法 。 读者 可 以 参看 黄 明 游 《发 展 方程 的 有 限 元 方法 》 
《上海 科学 技术 出 版 社 ，1988)， | 

Friedrichs 为 正定 算 子 方程 的 Ritz 法 建立 了 一 个 理论 框架 . 
为 了 利用 Friedrichs 的 理论 必须 先 验证 算 子 的 正定 性 ,对 某 些 问 
题 而 言 ,验证 正定 性 并 非 轻而易举 ， 从 这 个 意义 上 说 ，EFriedrichs 
不 是 结束 了 问题 ， 而 是 为 解决 河 题 开 辟 了 道路 。 在 证 明 一 些 算 子 
的 正定 性 之 前 , 我 们 对 与 这 些 算 子 4 相 应 的 空间 Н, {ЕЕ М. 

在 一 次 连续 可 微 函 数 集合 C) 中 引进 内 积 


Св) = | Се fags + 1,40 (2.48) 
与 这 个 内 积 相应 的 范 数 是 
I = (| U: + t + aaya (2.4.9) 


设 {f,} 是 按 范 数 上 |, 的 基本 序列 ,由 于 1200) 是 完备 空间 , 必 
然 存 在 о) 中 的 函数 g%(x, у). g(x, y) 和 ex, y) 使 得 
当 关 一 co 时 ,有 


\, (f, =,y) — #°(х,у))'40 一 0, 


|, (  — G.) dO — 0, (2.4.10) 


of 1 Y yc 
LLR 一 pË -oy d —> ) 。 
КС: ко y)) # И 


若 #°(х, у) 是 一 次 连续 可 微 函 数 ， 取 /„(х, у) 一 z°(z, у), 
asy) m ÔE, Cay) 一 88， 显然 (2.4.10) 满足 ， 在 一 般 
Ox Oy 
情况 下 l, у) СКО), ХБ ЇЛЇШ (х, у) 记 作 ga, у) 
对 yx 的 一 阶 广义 导数 ， gC z, y) 叫 作 #°(х, y) 对 ?的 一 阶 广义 
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导数 .如 果 将 COO 中 所 有 按 范 数 l W 收 倒 的 序列 的 极限 函数 
都 补充 进来 ,经 过 补充 后 的 空间 是 完备 的 内 积 空间 ,也 就 是 Hilbe- 
rt 空间 ， 这 个 空间 记 作 下 (9)。 补 充 进 来 的 函数 (х,у) 可 以 
不 属于 CO)， 但 必须 具有 一 阶 广义 导数 ， 由 于 C!(Q) 中 的 函 
数 都 有 一 阶 广义 导数 ,因此 НСО) 是 具有 平方 可 积 的 一 阶 广义 导 
数 的 函数 构成 的 空间 . 

类 似 地 把 在 9 内 一 次 连续 可 微 且 在 99 上 为 零 的 函数 ， 按 
| 小 完 备 化 而 得 到 的 空间 记 作 有 (9) .一般 地 ,把 在 9 内 不 次 连续 
可 微 函 数 集合 被 范 数 | 外 ( 参 见 第 二 章 (2.2.110)) 完 备 化 而 得 到 的 
函数 空间 叫 作 HO), HEO 内 次 连续 可 微 且 在 边界 上 满足 
loo = S = О) ， 一 0 的 函数 集合 按 范 数 | ls 

n дп aa 
备 化 而 得 到 的 空间 叫 作 HCO), 这 里 4 表示 до 的 外 法 线 ， 空 间 
HYCO) 和 НСО) 都 叫 作 Sobolev 空间 。 下 面 给 出 正定 算 子 的 
例子 。 

#1241 设 1 是 满足 ща) = xb) = 0 的 两 次 连续 可 微 函 
数 集合 , 算 子 


а= 4 £ (Се) L) + 400) 


是 M 上 的 正定 算 子 , 其 中 p(x) > p > 0 是 连续 可 微 函 数 ， 96) 
ЖЕНЕ РИК. 事实 上 


(Av, “у= [—(pu') +ди]и4х 一 | [plu Y + аи ]4х 


一 pun |" > р, | COKLA (2.4.11) 
由 于 ula) == 0, 因此 
U(x) = u(x) — ula) = |` и'(х)4х, 


и? (z) = (f иба} < (| |н Се) lax) 
< 06— а) | GG, 
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两 端 从 sa 到 5 积分 得 到 
| (0) < (b — ау | („Ул 


1 
вс ту, 则 有 
b 


(созчу > c (осей, (2.412) 
由 (2.4.11) Яп (2.4.12) 可 知 
(Аи,и) 2 р, Í («и )ах = p,C f шах, (2.4.13) 


从 而 4 是 正定 算 子 . 
由 (2.4.11) 可 知 


(Ан, и) 22 р, | суме = р, [а — 1) f (и')'4х 


+1 | Ge Yas| > р, [= 1) KOZE 
+aC | сих], 
а-а, WA 


b 
(Au, u) > "© | [Са у) ldz, 


$c = с, 由 于 (Ausu) = Ги, ш], Ж [и,и] > Cillalli。 


另 一 方面 ,由 于 pz 和 4 在 lab] 上 连续 , 故 存在 正 数 C, 使 


b 
[и, н) = (Au, u) = | [—(ри У +quludz== [ [рУ + gu ldx 


=< C, | [а + (и ) ldxr, 


ЉТ Ги, и] = Си, н) 与 范 数 Jal 等 价 , 因此 H, 可 以 看 
ЖМ | 1, 完备 化 而 得 到 的 空间 ,这 个 空间 就 是 Hila, b]. 

如 果 边 界 条 件 改 成 《1) ua) = ub) = 0; (2) ula) = 0, 
ub) 一 0; (3) w(a) = 0, a(b) 一 0， 同样 可 以 证 明 4 的 正定 
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(б. 71) 


图 2.4.1 


上 面 证 明 4 的 正定 性 ,不 等 式 (2.412) 是 重要 的 工具 ,这 个 不 
等 式 被 Friedrichs 推广 到 高 维 空间 。 Friedrichs 于 1928 年 证 明 
了 如 下 Friedrichs KER. 

EQOA nik EucHd 空间 中 边界 为 Өй 的 有 界 域 , 则 存在 常 
数 C 使 得 对 于 任意 满足 ulao 一 0 的 一 次 连续 可 微 函数 # 都 有 


| (2) + (2Y ++ (2) дд >с | „40, 
o [\дх, Өх, дх, 9 


(2.4.14) 
其 中 C 是 与 # 无 关 的 常数 ， 

证 明 如 下 : 仪 就 二 维 情形 证 明 ， 高 维 情形 是 类 似 的 ， 由 于 8 
是 有 界 域 , 故 存在 各 边 与 相应 坐标 钠 平 行 的 矩形 О, 使 得 9CQ. 
设 s(x,y)€ CICO), и|ьо = 0, 假定 u(x,y) 在 8 外 为 零 , 这 样 
就 把 * 开拓 到 整个 抢 形 O, 上， 显然 x(x,y) 在 О, 上 连续 。 不 
失 一 般 性 , 设 坐 标 系 如 图 2.4.1 тт, а 和 4。 是 矩形 的 两 互相 垂直 
的 边 的 边 长 。 在 О, 中 取 任意 点 or), BRE 


| дибе, у). 4х + |, диб х,у) dx = иб xis y1) 一 иб0,у,), 
дх Әх 


9° x 


但 在 (0,z*) 上 a(xz,y,) = 0, HB ибф,у,) = Ü, 因此 
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Hi Schwarz 不 等 式 
mG < | z<. ЕЗ 


Ox 
TER O< x <a, 0 Sy < b 上 积分 这 个 不 等 式 
|| WC х\,у)4х4ду, < а \ (|. ki dx) dx dy, 


х* 


= eye 
у (Ја 
i: = L, 则 有 


(+ (о с рема 
这 就 证 明了 Friedrichs RER, 
有 了 Friedrichs 不 等 式 可 以 考虑 下 面 的 例子 ， 
012.42 设 Q9 是 上 共有 光 请 边界 00 的 有 和 界 域 ,MM 是 满足 
ulag == 0 
的 两 次 连续 可 微 函 数 的 集合 ， 根 据 Green 公式 
Í # ди ds = || Cuy + Са, y'JaQ + || uAudQ, 
эд дп F 9 


对 “EM 有 
(— Ан, u) = — || HAudQ = J [Cu + Cu, Y lda 


Q 


>c || wao, 


因此 一 A 是 M 上 的 正定 算 子 。 与 例 2.4.1 相似 ， 可 以 证 明 范 数 
(—Axs,u) 与 范 数 上 中 等 价 ,H-sa(0) 就 是 Sobolev 空间 НСО). 
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对 Poisson 方程 Neumann 问题 
—Аи == f, 
ди | 


Өл iae 


- 


(2.4.15) 


== 0, 


MM 是 满足 S| обустава, 由 于 * = 党 
ЖЕТ M, 因此 Friedrichs 不 等 式 不 再 成 立 , 必 须 男 找 出 路 。 为 
了 修改 Friedrichs 不 等 式 将 (2.4.14) 右 端 加 一 项 Riu), 在 二 维 
情形 就 是 
|| (н + wda + Е(и) > С (| 490 

р] 


о 


为 使 这 个 不 等 式 成 立 , RCx) 必须 是 非 负 的 。 若 这 个 不 等 式 成 立 ， 
则 从 R Go = 0, || (a + udo 一 0 可 以 推出 u= 0, 因此 增 


加 的 (н) 必须 满足 下 述 两 个 条 件 : 
(1) К(и) = 0, 
Оу RG = 0, || (u, + Yda — 0 > u= 0, 


о 


р RG) RE, RO) = (|| ao) 就 是 一 例 , 事 
2 


实 上 早 在 1894 年 法 国 著名 数学 家 Poincarè 证 明了 存在 与 无关 
的 常数 C 使 得 


и + и,)ао + иїо ) > C|] «40, 2.4.16 
[ЖУУИ БОГУ. 
这 个 不 等 式 称 为 Poincara 不 等 式 。 Poincare 是 上 世纪 末 和 本 世 
纪 初 的 伟大 数学 家 ,他 不 仅 是 数学 家 ,也 是 物理 学 家 天 文学 家 、 哲 
学 家 和 地 理学 家 ， 是 对 数学 和 它 的 应 用 具有 全 面 知识 的 最 后 一 个 
А. 下面 我 们 就 矩形 域 来 证 明 Роіпсагё 不 等 式 。 假设 0 为 矩形 
0< хова, Kyb, (yi) 和 (х,у) 为 8 内 两 点 ; 则 
u(x23982) 一 ибх,у,) 一 ur Ya) иба, yu) T иба, yi) 
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(x2,31) 


(a 0) x 


iq 2.4.2 
= Maug) = |" OED aa + f” бабы ду, 


将 两 端 平方 并 利用 不 等 式 (а + b)! < 2(at + 57) т 
СЄ У.) 一 uls, ,у)) < 2 N w э) а) 


ул) 


对 右 端 再 用 Schwarz 不 等 式 就 得 到 
и (х,у) — 2u( Yu x; yz) Ч (zu, y) 


<a). (20) 2y dz +25| (men )a у, 


ЕИ э, yo zo у, 积分 就 有 
2ab | dO — 2 (| xaa) < 20.4% j (2) 49 


+ 2b + ab’ J) 40, 
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[Í = 2 р 2 2 1 [Í и ; 
| wda < max(a', b’) јс + )40 + — | aa) , 
这 就 是 Poincara PEA. 

由 于 Poisson 方程 Neumann 问题 (2.4.15) 的 解 可 以 差 一 个 


任意 常数 ,我 们 可 以 选择 常数 使 || WdQ = 0, XË: Роіпсагё 不 


0 


等 式 就 变 成 


|| (ж + edda > С || xaa. 
0 9 


因此 对 Poisson 方程 Neumann 问题 将 M 取 作 满 足 ди aT? 
和 [| udo 一 "的 两 次 连续 可 向 函数 集合 , 则 对 Yu e М 


(—Ax,u) = — || „Лий0 = 人 ee + (и,)149 


2 


=> С |! «40. 


从 而 一 A 在 M 上 正定 。 
对 Poisson 方程 第 三 边 值 问 题 


根据 Green 第 一 公式 


一 |} uAudQ = Í| (u; + d 一 | и — ds, 
2 g во Өп 


由 于 在 边界 до 上 ди ои 0, АШ ди = —cu, 因此 


# 


一 |! aAudQ = |} (= + 2)ао + | gwds, 
ó 


要 证 明 一 人 正定 , 即 存在 与 无关 的 常数 C 使 
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一 | H Aud O > C JI 40, 
; 0 


只 需 证 明 存 在 与 * 元 关 的 常数 C 使 
I (а + uda + | guds > С | гаа, (2.4.17) 
02 2 


这 个 不 等 式 被 Friedrichs 证 明 ,也 叫 作 Friedrichs KÆR, 证 明 
过 程 可 参见 钱 伟 长 : 《 变 分 法 与 有 限 元 》 上 册 p 205 一 207。 因此 
对 Poisson 方程 第 兰 边 值 问题 , 一 A 也 是 正定 的 。 

至 此 我 们 已 经 对 Poisson 方程 的 三 类 边 值 问题 证 了 明了 它们 都 
是 正定 算 子 。 对 Dirichlet 问题 用 的 Friedrichs 不 等 式 Ж 
u EC'(Q), ulao = 0, 则 存在 与 # 无 关 的 常数 C 使 


|| (a: + uda > C || “ао 
9 9 


或 者 等 价 地 对 Yu c€ НОО), lulo 2 Со, Ж [һи 的 定 
义 可 见 (2:2.13)。 对 Neumann 问题 用 的 是 Poincara 不 等 式 


|} (м + 25) ао + 1 79) = С J uidQ 
RAFE lullo 十 (|! udo) > Cllalli.o， 其 中 C 是 与 无 关 


的 常数 ， 对 第 三 边 值 问题 用 的 是 另 一 个 Friedrich 不 等 式 
| | со + 4040] ads > C iuli} 
0 
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或 者 等 价 地 lulio | owas > Cl 有 io， 其 中 C 也 是 与 w 无 关 


的 常数 。 车 ulao 一 0， 则 第 二 个 Friedrichs 不 等 式 就 退化 成 第 
一 个 Friedrichs 不 等 式 。 第 二 个 Friedrichs 不 等 式 的 证 明 需 要 
技巧 ,至 于 一 般 域 上 Роіпсаг 不 等 式 的 证 明 就 更 需要 技巧 。 事 实 
上 ,当年 Poincare 也 只 是 对 正方 形 证 明了 这 个 不 等 式 , 一 般 情况 
是 很 久 以 后 才 证 明 的 。 这 些 不 等 式 形式 不 同 , 证 明 方 法 也 不 同 ,我 
们 希望 给 出 一 个 统一 的 不 等 式 ， 由 于 当 “为 常数 时 ，lwle 一 0) 
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lal. ае 0， 所 以 一 般 的 不 能 有 lulio > C lulo 不 等 式 左 端 必 
须 加 修正 项 ， 把 这 一 -项 记 为 B(x)， 从 以 上 例子 可 以 看 出 为 了 使 
B(w) 满足 以 下 几 个 条 件 : 
(1) BCe) 是 非 负 连续 泛 函 。 为 了 使 
julio + Blu) > C llul, o, (2.4.18) 
显然 Ba) 必然 是 非 负 的 , 否则 本 来 就 不 成 立 的 不 等 式 就 更 不 成 
МТ. 


(2) 若 Blu) = 0, lo 一 0， 则 u == 0, AR FENE : 


的 ， 否 则 lulio + B(a) 一 0 而 Mala е 0, Д] (2.418) 不 成 
XY. 

(3) 对 任意 常数 24, BQu) = 48(w)。 这 个 条 件 为 了 使 
[lulio + BCw)]i 成 为 范 数 . 

我 们 希望 在 满足 这 三 个 条 件 的 前 提 下 证 明 (2.4.18) 成 立 , 证 
明 可 见 第 三 章 。 为 了 使 命题 有 更 广泛 的 应 用 、 考 虑 一 些 更 复杂 的 
例子 。 

例 2.4.3 考虑 重 调和 方程 第 一 边 值 问题 

Аш = 0, | 

2.4.19) 


其 中 д? = дї + 2ди,‹-Ед) 是 重 调和 算 子 ，# 是 38 的 外 法 线 .这 
个 问题 在 力学 上 相当 于 周边 固定 的 薄板 的 弯曲 问题 。 作为 重 调和 


算 子 的 定义 域 ,我 们 考虑 满足 条 件 ао = 0 和 x 一 0 的 四 


次 连续 可 微 函 数 集合 M. 首先 写 出 与 (2.4.19) 相应 的 泛 В, ТЕ 
Green 第 一 公式 


f e s= |j ðv | би æ \ag 
+ 


дп Or Ox ду Əy 


| uAvdg 


тә Ди, WA 


„111, 


(Au, м) = || uA'udQ = | и ~ ds 
P: әс On 


一 | (2 дд + ди oan) 49, (2.4.20) 
дх Әх ду ду 


由 于 xjao 一 0， 右 端 第 一 项 为 0， 第 二 项 可 用 分 部 积分 改变 ， 利 
用 分 部 积分 公式 (1.2.15) Яп (1.2. 16) 有 


JI u бАн 40 = |, би Аи соз (л,х)й 一 || Ан 2u 40, 
将 两 式 相 加 就 有 
+ 
一 || (Ли)а0, 
0 
由 于 3 —0, 因此 右 端 第 一 项 为 零 ， 将 这 个 式 子 代 人 
(2.4.20) 就 有 
J) „А40 = j (ди):40 = JI (2 ) + 2 3 党 
十 (51 40, 2421) 
利用 分 部 积分 可 知 
|j бе oy t- || (де) шо 
= [a A cos (л, z)ds 一 |! 六 520 dQ, (2.4.22) 


p 


由 于 xloo ~ 0， 从 而 | 一 0, 这 里 + 表示 5O 的 切线 方向 . 


# 


; ди zy Өн ди 和 ди р 
既然 在 边界 上 ör 和 Әп 都 为 零 , 而 9 和 ду 可 以 用 它们 的 线 
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Ou 


b 26 т By во - 0, 将 这 两 个 条 件 代 入 
《2.4.22) 可 知 
ди Фи _ _ {ди Ow 
IE бу 40 j Bx bray 9 
对 右 端 继续 分 部 积分 可 知 


БЕНЕТ 
т fo ra a cos(n,y)d: — J (эшо; ) 40, 
将 这 个 式 子 代入 (2.4.22) 并 注意 5и |,。 一 0， 就 有 
| Zu бя do = — (| (эу) dO, (2.423) 
将 (2.4.23) RA (2.4.21) 就 有 


ЕЗИ 


(2.4.24) 
h kis SB 2091258235 
кд |) 68) +20695) +697149 
一 2|| jud. 
下 面 证 明 A DERE, ETSE —0, SE | 


“和 用 Friedrichs 不 等 式 可 知 


J> (es e = (2 2 
+ (8 ®)]г>с j (Јао 
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1С.) Н 
+ (8 21 


将 这 两 个 不 等 式 相 加 得 到 
JI Ж СС 
с |) Как) + УЛ 


再 将 这 个 不 等 式 代 人 02424) 就 有 
1 ди ү! ди Y 
алмаа > | [(2*) (9) аа, 
由 于 ulao = 0, X u FB] Friedrich 不 等 式 , 从 而 
А ди \ ди 2 
|| aao > C || (2) +(2)] do > C || da, 
| (2.4.25) 

这 里 C 代表 正 的 常数 ,前 后 的 C 可 以 不 同 ,因此 A? 是 正定 算 子 。 

由 (2.4.24) 可 知 ， [к,и] == lulas 再 由 (2.4.25) 可 知 

"ә > Сш, 
其 中 C, 是 与 # 无 关 的 常数 。 另 一 方面 
lulio < Iulo. 
因此 | h. 或 [ 151 lo 是 等 价 范 数 . 另 由 (2.4.24) 可 将 Ca, 
Au ENE ||, о, EE 狼人 的 表达 式 中 只 出 现 函数 的 二 阶 导 数 ， 
所 以 对 变 分 问题 可 以 将 Ha 定义 为 满足 wloo Ок 一 0 的 
n 9 

两 次 连续 可 微 函 数 集合 按 外 о 完备 化 所 得 到 的 空间 ， 也 就 是 
空间 НСО). 

重 调和 方程 还 有 其 它 边 值 问 题 , 以 薄板 弯曲 问题 为 例 ,可 以 有 
以 下 三 类 边界 条 件 ， 
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— F|? 
= 

— 

—. 

A. 

ге] 

l 
tæn 
—— 
— 

ы œ 
glo 
I 
< “š 
—s. 


(1) 全 部 边界 固定 ， ЯП s|əo = 0, 
(2) 全 部 边界 简 支 , 即 


—(1›—ь)(®= L 2u | = 
ulao = 0, [Ди — (1 (Es Маа O 


其 中 p, 表示 边界 曲线 的 曲率 半径 , > 为 Poison 比 ， = 和 Z, 


分 别 代表 切 向 和 法 向 导数 ; 
(3) 混合 边界 条 件 , 即 一 部 分 边界 自由 ,一 部 分 固定 ， 一 部 分 
简 支 ,固定 边 和 简 支边 的 条 件 已 如 (1) (2) Bras, 自由 边界 笨 件 为 


u 1 ди 
As 一 (1 一 (2 + eu) 
| “(Dt On 


BA 


局 | auta- Z] -a 


9 (1 ди 
х 9-02 2и) 
对 第 一 类 边界 条 件 我 们 已 经 用 Friedrichs 不 等 式 证 明了 重 调和 
算 子 的 正定 性 。 对 第 二 类 边界 条 件 也 可 以 证 明 重 调和 算 子 是 正定 


的 ,但 是 由 于 26 mæ] 可 以 不 是 零 ， 所 以 证 明 过 程 中 除 
x 189 ду 1o4 


了 用 到 Friedrichs 不 等 式 外 , 还 要 用 Poincare 不 等 式 。 对 第 三 
类 边界 条 件 如 果 解 不 是 唯一 的 (例如 全 部 边界 为 自由 边界 ,或 部 分 
自由 部 分 简 支 的 情况 ), 还 要 附加 其 它 条 件 才能 保证 重 调 和 算 子 的 
正定 性 。 这样 逐个 讨论 无 疑 比较 麻烦 ， 自 然 希望 用 统一 的 方法 证 
明 重 调和 算 子 的 正定 性 。 这 种 方法 的 精神 大 致 是 这 样 的 ; 在 满足 
三 类 边界 条 件 任 意 一 种 的 情况 下 都 可 以 证 明 

| uA dO 一 Í {иби 十 tyy) + (1 tr 

9 @ 

+ 2и, + иу, )}4@©, 

GEREK: 《 变 分 法 及 有 限 元 上 ) р210—211), HT 0<» 
所 1， 因 此 只 要 证 明 存 在 与 * 无 关 的 正 数 C 使 得 


80 


?了 43， 


|! ü + u + 22,)dQ > С у wda 
02 


或 者 等 价 地 有 
luli,o > Chuli os (2.4.26) 
就 可 以 证 明 重 调和 算 子 的 正定 性 。 对 第 一 类 边 值 问 题 ， 我 们 已 经 
证 明 不 等 式 (2.4.26) 成 立 ， 对 第 二 类 边 值 问题 也 可 以 证 明 其 正确 
性 ,但 对 第 三 类 边 值 问题 (2.4.26) 可 能 不 成 立 。 例如 当 边 界 条 件 
全 是 自由 边界 条 件 , KRO 为 矩形 的 情形 , 00 是 直线 ，p, = оо, 
边界 条 件 可 以 写成 
容易 验证 任何 一 次 多 项 式 都 满足 边界 条 件 ， 将 一 次 多 项 式 代 人 
(2.4.26) 可 以 发 现 || 一 0， 但 容易 选择 一 次 多 项 式 w 使 
i 1420 < 0, 
因此 (2.4.26) 不 成 立 。 我 们 可 以 用 建立 (2.4.18) 的 方法 来 修改 
(2.4.26), 事实 上 我 们 可 以 证 明 若 
(1) Blu) 是 НСО) 上 的 非 负 连续 泛 函 ; 
(2) Ж BC(w) 一 0, |010 = 0, HU u = 0; 
G) HERRA А, BG) = 2:8(w)， 
则 有 正 数 C 使 得 对 任意 we H'( O) 都 有 
Iulio + B) > C hulk o. (2.4.27) 
综合 比较 (2.4.27) 和 (2.4.18), 可 以 产生 下 述 猜 想 ，(2.4.18) 
是 关于 lulo 的 不 等 式 , (2.4.27) 是 关于 |w|;,o 的 不 等 式 , 一 般 
地 对 [s|], a 我 们 猜想 如 果 
(1) B(w) 是 НКО) 上 的 非 负 连续 泛 函 ; 
Q) Ж B(w) = 0, lulo = 0, MJ u= 0; 
(3) 对 任意 实数 14+，B(14w) 一 Blu), 
则 有 正 数 C 使 得 对 任意 uH) 都 有 
lulio + Bu) > Сао. (2.4.28) 
显然 不 等 式 (2.4.18) Жл (2.4.27) 都 是 (2.4.28) 的 特例 。 这 个 不 等 
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式 的 证 明 请 参看 第 三 章 $ 3.2, 
92.4.4. 考虑 各 向 同性 弹性 体 的 弹性 力学 方程 组 。 用 
и = (is Uzta) 
表示 弹性 位 移 向 量 , x — oxor) 代表 空间 的 任意 一 点 , 28;4Cw) 
表示 应 变 张 量 的 分 量 
ви) = 1 (58 + 4), i k= 1,2,3. 
应 力 张 量 分 量 为 


3 


тур == >; Сі т тт э 


ті 
其 中 сын 为 弹性 常数 。 对 各 向 同性 弹性 体 
cH ™ h А 2, си т Ciga ™ 2, (i >= К), 
其 余 的 常数 为 零 。 记 Tu = о, 28; = T, 则 有 
q = (2 + 2н), + ls, + А8, = 10 + 2.61, 

其 中 6 = s, + s, + 83, 6; = s G = 1, 2, 3), 类 似 地 有 

gx = 10 + 2.8, G = 10 + 2и, . 

Tu = М7, Tu = MT. Ta ™ ИТ» 


ди, ди, дщ ди, , Du, ди, 
= 2-1, g, = ——1, s, = —, Ө = — + — + — 
HF e дх\' i Әх, s Ox 因此 Әх Әх, д х; 


一 divx。 将 这 些 表 达 式 代入 mx 的 表达 式 中 就 有 


ти Айни + 2и 9#,4< 1,2,3, 
Өх; 


(55 5"), iœ k, i, k= 1,2,3, 
k i 


其 中 Ta Ci. Tik MW ZW E 3E r Л ТЕ 
у) дщ +F,= 0, i= 1,2,3, 
k=1 Өх, 


其 中 Р, 为 沿 х 轴 方 向 的 体积 力 、 将 с, 和 тд 的 表达 式 代 人 
这 些 方程 加 以 整理 就 有 
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(2+ u) 2- divu + gAn, = —Ё\, 
x 


ð 
(А + в) Әх, divu + pAn, == —F,, (2.4.29) 
Q + руд divu + иди = —F, 

Өх, 


这 个 方程 组 叫 作 各 向 同性 情形 下 的 弹性 力学 方程 组 。 
类 似 的 对 一 般 弹 性 体 我 们 可 以 得 到 
3 3 


>: -3 У) Cikim im “Т —Е;, {== 1, 2, 3. (2.4.30) 
k=l GEF im =i 


ои) 一 E ( 9® Он ) 代入 (4.30), 可 以 得 到 关于 的 
x, x; / 
偏 微分 方程 组 
— Аи == F, 

Жш AR — 4-6 827 RHE КА SC Ri y P T AUB Ж, и = СГ 
из). 

在 研究 Poisson 方程 和 重 调和 方程 时 ，Green 公式 有 重要 的 
作用。 对 弹性 力学 方程 组 可 以 建立 类 似 的 公式 ,由 于 

8 3 8 3 
ti Ç CikinEimdQ == wa L. CikimBim | dQ 
[52 E ао || 2. (o а) 


Әх, i.m=1 Әх, im=l 


М 3 
一 | Ov У) ecikmsind@， k = 1, 2, 3, 
0 GEF lma) 


因此 
(| ао = — > IP У KA, 


д і=1 "ç А.т) ЕА 


3 


3 3 
一 一 | 2: vi > 5 сњ ёњ) cos(n,x,)ds 


tæi k= Limal 


л 


|) 


б ғ. о: 
其 中 n cos (2,54), k= 1, 2, 3, 注意 C kim T Сүйө» 故 
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де, 
CiklmŠlm Bx dO, 
4 


1 д i до 
CilimBim(#) H + chimElm 0 = с; ilimBim(#) (92 + да) 
R з 


== 2с:нев8 (u)e; (0) = CikimEim СИ )8; (9) 
+ ChimEm б #)8ыб® )» 
其 中 用 到 s; (e) = 6 Се), Ak 
J vAudQ = > [| > с; мн) 81 (UdQ 
= та) 


р] 


_ |; > Б Сааб Cu) ) cos (n, х)4, 


i=1 k=1 1 


2w (u, v) = > CiknmEik (0) 8С) 


ik. =| 


= > с: мин 8:40и)е„ (0) 


t k.l. m= 


t(u) = > Cigim ти) COs (ns rr )e;s 


klom = 


е, 是 x 轴 方 向 的 单位 向 量 , 则 上 式 可 以 写成 
|| v • 4и10 = 2 (КО. 一 | v •1(и)аѕ, (2.4.31) 


p 


这 个 公式 叫 作 Betti 第 一 公式 。 把 这 个 公式 与 Green 第 一 公式 


=> 
( [ 1 y ди 
| vAudQ = 2 | ра (к,и, + “,и,)10 一 —— ds 
8 F 2 aa” ôn 


相 比 ， 可 以 发 现 4 祖 当 于 A，w(w,v) 相当 于 二 Cts + н), 
型 相 当 于 аи), ВАЙ: Beni 第 一 公式 可 以 看 成 弹性 力学 方程 组 
的 Green 第 一 公式 . 根据 Нооке 定律 

T; ™ > Срит» is k= 1,2,3, 
这 里 mu 一 а 是 主 应 力 ， ra 是 剪 应 力 ,因此 н) 可 以 写成 
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tlu) = > тсов(п,хь)ё;, (2.4.32) 


РП 
和 Green 第 二 公式 一 样 ,可 以 得 到 .Betti 第 二 公式 
|| (и. Av — v * Аи\а0 = И Cu - tlu) — v + tu) ds. 


2 
(2.4.33) 


Poisson 方程 有 三 类 边 值 问题 , 即 Dirichlet 问题 、Neumann 
问题 和 混合 问题 ,对 弹性 力学 方程 组 也 可 以 提出 三 类 边 值 问题 ,如 


果 把 (и) 类 比 成 2, 这 三 类 边 值 问题 可 以 提成 如 下 形式 : 


G) 第 一 边 值 问题 
W = Е, ЖО, 
“lao == 0, 
这 里 и = (1,0,8), F = (F,,F,, F3) 都 是 向 量 函 数 ,物理 意义 
是 在 边界 上 给 定位 移 , 数学 上 则 类 似 于 Poisson 方程 第 一 边 值 问 
题 ， 
《2) 第 二 边 值 问题 
|а = Е, ШОН, 
(и) ьо = 0 
是 在 边界 上 给 定 应 力 , 数学 上 与 Poisson 方程 Neumann 问题 相 
似 。 
G) 混合 问题 
| Е, ТЕО, 
ulao, = 0, (и) l ao, = 0, 
其 中 00, 5 д0, 不 相交 ,但 до, 5 89, 合成 90, 数学 上 
类 似 于 Poisson 方程 的 混合 问题 , 即 部 分 边界 上 给 定 Dirichlet 条 
件 ,部 分 边界 上 给 定 Neumann RE. 
为 了 研究 弹性 力学 方程 组 Ritz 法 的 收 伍 性 ， 自 然 希 望 弹性 
理论 算 世 4 是 正定 算 子 ,由 Beti 第 一 公式 可 知 


(Au, и) 一 | ° Аи00 = 2 КОБУ, 
0 ó 
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一 Í и + Dds, (2.4 34у 
бр 


对 第 一 边 值 问题 xl|ae 一 0， 对 第 二 边 值 问 题 Си) [оо 一 0， 对 第 
三 边 值 问题 在 部 分 边界 上 s|so 一 0， 而 在 男 一 部 分 边界 上 
Cu) |o, = 0, 
因此 总 有 
| и •1(и)ӣ5 = 0, 


从 而 对 满足 三 种 边界 条 件 的 算 子 有 
Cansu) = 2 || wado = > [| оваа) 80. 
0 rg 


iskslsm = 
| (2.4.35) 
对 均匀 各 向 同性 弹性 体 ，citee 可 以 用 两 个 Lame КЖК 
спо "= АСК 2g, Сад ™ А, Cikik T 2н, G эс k) 
其 余 常 数 为 零 。 因 此 
Ze lusu) = Q + uN) + (и) + eiu) 
+ 24(е.Си)е (а) + eulu)ealu) + 8›;(# )5зуб #)) 
+ Aau) + sh(u) + sh(u)) == 1(6u + в» 
+ 23) + 2uleh + eh + 6 + 28 + 284 + 284). 
这 里 用 到 了 ep == ep (т, = 1,2,3)。 将 这 个 表达 式 代 人 (2.4.35) 
得 到 


(Au, u) 一 || [aksn + s, + 635) + 2д > 0] ао, 
为 了 证 明 4 的 正定 性 只 须 证 明 | I | 
| > в}(#)49 >C || udQ 


б АА! 


或 者 等 价 地 
[еСи) li.o 2 Си, 


先 对 第 一 边 值 问题 即 <| o == 0 的 情形 来 证 明 
(Au, u) = || (% + 2н) + в + в)д0 
9 


* 121 ° 


5 | (є В + 6з 十 8285 )dQ 


0 
+ 4р || (81, + 51, + edo 


0 


= a (| Cen + su + es)dg + 2u || (в, + eh + в)ай 
O O 


4а || (в. + в + в)40 


+ 


D. 


> 2a || (в! + в 4 dO + 4и || 


0 о 
; [и 2 8 |12 Ө 
> 2a || (59) + (6а) + (28) 


ll 


2 

Ох, ð 

+ (24) + (Ою) ао + 2а Е 
GEA Әх, 


+ сш бв Ёш Өш) А 
Әх Әд дх, Әә 


s< R 
—s 
i% 
| 
| 
КИЕ 
w = 


由 于 ulag 一 0, lao = 0, из] ao 一 0, 用 分 部 积分 法 可 知 
jz: 


дш ао = || дщ дщ ao, 
ôx Ə x; F Өх, Әх, 
|| ди, дм ло ~ || ди, Im jg 
O x; Өх, g х, Өх, , 
|| ди, Ону yo ~ - || ди, Om da 
дх, Ox Өх O x, ; 
因此 
| [/OmuY Da PAY 
“wo > an (8) + (ге) + (95)] ш 
Саи) # | Өх, | Өх, O x; 
+ e (GE) + (ше) + (б) + (де) 
GEN Q x, дх, GER 
° 122。 


+ (y 十 (ey до + 2а JI 
| 


Ou, ди, , Әв, ĉn] 
Ou, Ous 十 Om Ош gg > 
Өх,Өх, Ох, Әх; “ 


F д 
+ (24) + (2s) + (2s) + (24) + (2) 
дх, GEA 8 x, дх, дх, 
ГАЧ ди, ү CPAY 
十 Ош) + Ош + (2%) dQ, 2.4.36 
CP (55 д x, J ( ) 
SOROKON 
#1! J (Є 8 x, (2 Ox 


P] 
的 的 的 -的 la 
ЩІ (2.4.36) 可 以 写成 (Ausu) > alulo. 由 于 wjao 一 0 G= 
1,2,3), 由 Friedrichs 不 等 式 可 知 
С Ан, и) > Cllulli,o, 
这 就 证 明了 算 子 4 的 正定 性 。 
注意 在 推导 过 程 中 我 们 得 到 


(Auu) 2 2p | (єў, + s} + в5)40 
2 


+ 4p | (е, + е, + edO > ululo 
p 


因此 有 与 “无关 的 正 数 C tE 


3 
J 之 sluda > С j 49, 


或 者 等 价 地 
>, EAH = C | ul? o > C'|ao,s (2.4.37) 
这 个 不 等 式 叫 Коп 不 等 式 。 由 于 


(Auu) 2 2а >) ЕН 
і.е) 
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所 以 只 要 有 Korn 不 等 式 成 立 , 就 可 以 证 明 弹 性 理论 算 子 的 正定 
性 ， 和 Friedrichs REAR —, Korn 不 等 式 (2.4.37) 是 在 条 件 
и|во = 0 的 情形 推出 来 的 ,在 一 般 情况 下 未 必 成 立 。 对 第 二 边 值 
问题 ulao > 0, £ Poincar 不 等 式 一 样 , 必 须 将 左 端 增加 一 项 ， 
Вр 


> lelia + lulio > Chulo, 


ы 


这 些 不 等 式 分 别 由 Кога 在 1906 年 和 1909 年 所 征明， 第 一 边 
值 间 题 的 情况 很 简单 ， 但 第 二 边 值 问题 情形 的 证 明 很 复杂 ，、 以 致 
Friedrichs 无 法 判断 证 明 是 否 正确 ,因此 他 决定 自己 来 证 明 它 。 他 
先 在 1937 年 对 两 个 自 变 量 的 情形 证 明了 这 个 不 等 式 ,然后 在 1947 
年 对 三 维 情形 证 明了 这 个 不 等 式 从 这 以 后 ，Friedrichs |А 
为 他 已 经 完成 了 这 项 工作 ,转向 研究 别 的 问题 。 从 Riemann 提出 
Dirichlet 原理 到 1947 年 差不多 经 过 了 整整 一 百年 的 时 间 , 距 提出 
Ritz 法 也 已 经 40 КТ, 

和 推出 (2.4.28) 一 样 ,在 一 般 情 形 下 可 以 证 明 如 果 

(1) Btw) 是 НСО) ЕЗЕРА; 

(2) Ж В(и) = 0 Н leslo = 0,4, i= 1, 2, 3, MH 

и == 0; 

(з) 对 任意 常数 1, В(ли) 一 128(z)， 

METES u 无 关 的 正 数 C 使 


> enlu) + Ble) > Са, о (2.4.38) 


还 可 以 将 (2.4.28) 与 《2.4.38) 统一 成 一 个 不 等 式 ， 有 兴趣 的 
读者 可 以 参看 张 鸿 庆 、 王 鸣 : 广义 Korn-Poincara 不 等 式 及 其 
HA O, RIR, 1982, Vol.2, No.3, р83—90, 


е 124 ° 


== Ples: АУЛИИ 
531 从 音乐 引起 的 数学 理论 . 


在 第 一 章 中 已 指出 ,古人 猜测 大 自然 不 作 多 余 的 事 , 由 此 导致 
谈 分 原理 的 产生 ,第 二 章 中 指出 希腊 科学 家 十 分 欣赏 几何 ,坚持 用 
几何 规律 解释 世界 ,几何 学 获得 光辉 的 发 展 。 二 十 世纪 以 来 ,发展 
了 无 穷 维 空间 的 几何 ,在 这 种 新 的 几何 里 ， 化 变 分 癌 题 为 几何 问 
题 。 以 Riemann, Hilbert 等 人 的 工作 为 基础 ，Friedrichs (1901 一 
1982) 给 出 变 分 原理 一 个 漂亮 的 理论 ,在 这 个 理论 发 展 的 过 程 中 ， 
产生 了 Sobolev 空间 。Soboley 空间 的 几何 是 一 种 以 能 量 为 长 度 
的 几何 ， 这 种 几何 成 为 研究 偏 微分 方程 和 有 限 元 方法 的 重要 工 
具 。 为 了 介绍 Sobolev 空间 理论 ， 我们 需要 新 的 工具 , 在 介绍 这 
种 新 的 工具 之 前 ,让 我 们 追溯 古代 科学 家 、 哲 学 家 的 另 一 猜想 。 

早 在 Pythagoras 时 代 就 发 现 , 用 三 条 蓄 发 出 三 个 音 ， 当 弦 长 
为 6;4:3 时 ,它们 就 发 出 一 个 谐音 的 第 一 度 音 、 第 五 度 音 和 第 八 度 
音 ， 音 乐 和 整数 比 的 这 种 奇妙 的 联系 给 他 们 以 深刻 的 印象 ， 他 们 
设想 字 宙 应 该 是 和 谐 的 ,既然 音乐 是 和 谐 的 ,各 行星 与 地 球 的 上 距离 
必需 符合 音乐 的 规律 才能 奏 出 天 体 的 音乐 算术. 几何 音乐 、 天 
文 都 有 数 的 秩序 ,都 是 数学 的 分 支 。 这 些 想法 有 许多 错误 ,但 是 含 
有 真理 的 因素 。 这 就 是 世界 是 有 规律 的 , 它 的 基本 规律 是 简单 的 ， 
可 以 用 数学 语言 表示 ， 而 其 它 规律 则 可 由 基本 规律 用 数学 方法 推 
演出 来 ， 这 和 盘古 开 天 及 地 一 类 神话 相 比 是 一 个 明显 的 进步 。 这 
个 指导 思想 推动 着 许多 哲学 家 和 科学 家 去 创 功 立业 ，Copernicus， 
Brache, Tycho, Kepler,Galileo, Decartes, Newton 和 Leibniz 就 
是 这 类 人 的 光辉 代表 | 

微 积分 诞生 以 后 ，18 世纪 这 个 问题 有 了 重要 的 进 展 ，John 
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Bernoulli 和 D°alembert #19 T in КЇ, ЕЕ, 38112 
为 f(x*)、 初 始 速度 为 g(x) 的 弦 振 动 问题 , 它 可 归结 为 求解 
{Du _ „би 
д? Ox’ 
“|o = иі, == 0, 
|. = FCE), и (а = gG), 
其 中 w(x,r) 表示 弦 的 横向 位 移 , i ERRE. Euler 给 出 这 
个 间 题 的 三 角 级 数 形式 解 ， 但 他 没有 说 虹 这 个 级 数 是 有 限 项 还 是 
EFM. John Bernoulli 的 儿子 Daniel Bernoulli(1700- 一 1782) 以 
全 然 不 同 的 形式 给 出 这 个 问题 的 解 , 它 形 如 


u(x, 1) = > (en cos W: t + d,sin Ee +)sin х, 
其 中 c。 和 d。 为 待定 常数 , 显然 нбх) 满足 方程 和 边界 条 件 ， 
为 了 满足 初始 条 件 ,将 ибх,„г) 代入 初始 条 件 得 到 


u| = У) c, sin "2. х= Қ), 


и, | =, 一 >] 4, "= sin = х = р(х), 
ъ= 1] 


问题 是 能 否 选择 c。 和 d， 使 上 两 式 成 立 ? 

Daniel Bernoulli 坚持 认为 这 种 选择 是 可 能 的 ,但 是 他 只 是 根 
据 物 理 直 观 而 未 给 出 数学 证 明 . D'alembert 和 Euler 反对 Bern- 
oulli 的 意见 , 继 之 而 起 的 著名 数学 家 Lagrange, Laplace 等 人 也 
反对 Bernoulli 的 意见 .19 世纪 初 ,年 轻 的 Fourier 不 顾 权 威 们 的 
反对 ,研究 得 到 Fourier 系数 的 公式 ,并 选取 了 大 量 的 函数 , 计算 
出 它们 的 Fourier 系数 , 画 出 它们 的 正 藤 级 数 前 几 项 和 的 图 形 .Fo- 
urier 没有 给 出 一 个 函数 展 成 -Fourier 级 数 所 必需 满足 的 条 件 ,他 
的 方法 被 Poisson 和 Cauchy 所 接受 ,但 是 Cauchy 和 Poisson 
也 未 能 给 出 Fourier 级 数 收 伍 的 条 件 ,， 这 个 条 件 是 Dirichlet 于 
1829 年 给 出 的 。 

当 弦 振动 问题 论战 还 在 进行 的 时 候 ， 对 乐器 的 兴趣 引起 了 进 
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一 步 的 工作 ， Daniel Bernoulli, Euler, Lagrange 写 了 许 许多 多 
种 类 繁多 到 难以 置信 的 论文 。 Daniel Bernoulli 发 现 风琴 泛音 的 
频率 是 基 音 频率 的 奇数 倍 ,并且 用 实验 来 验证 。 他 们 研究 长 笛 、 风 
有 琴 、 铃 .喇叭 .小 号 ,. 军 号 等 各 种 乐器 ，Euler 还 研究 了 各 种 形状 的 
号 角 和 鼓 ，Euler 和 Lagrange 都 对 声音 在 空气 中 的 传播 进行 了 
研究 ,这 些 研 究 产生 了 高 维 波 动 方程 。 

Fourier, Cauchy 和 Poisson 发 展 了 Fourier 积分 理论 。 设 
Се) 是 周期 函数 ,了 是 周期 , 即 JG) = FG + T), 将 К) 表示 为 
Fourier 级 数 , 写 成 复数 形式 即 为 


К) = У) свет, — T <, < r 
= 一 2 2 
其 中 
; 
cr = 工 | fe Та, 
T37 


m Ar 一 P t = kAs = s, FC) = Ter, TET оо, 


大 一 У) ЕСЕД з)е As 


k=- є 


== JG) = | F( s)ezsas, 


Т 


2 А 
Е(:,) = Te, = | Кое Та 


У 


z 
= | „Кде ка 


= F (0) = r Кет, 
ІХ КЕ КЕ АЈ Fourier 变换 
JG) = | Ё()е?""4з,—осо < t < eo, (3.1.1) 
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FCs) = | fe ав, —00 < + < оо, (3.1.2) 
RCG) 称 为 JG) 的 Fourier 变换 或 谱 函 数 ，f(z) 称 为 FCO) 的 道 
Fourier 变换 或 原 函数 。 这 个 互 逆 关系 将 记 为 Ke) ~ ВС). w 
Ж 上 表示 时 间 , 则 з= = 代表 频率 ,这 时 Fourier 变换 建立 了 时 


间 域 与 频率 域 之 间 的 关系 。 如 果 ғ 表示 空间 距离 , 则 = RR 


单位 距离 的 波 数 ， 若 了 表示 动量 , 则 s= 去 一 Е, 其 中 是 PL 


anck 常数 ,这 样 Fourier 变换 就 建立 了 空间 变量 和 动量 的 关系 . 综 
上 所 述 ， 这 组 反 演 公式 说 朋 时 空 描 窟 与 频率 一 动量 描写 世界 是 一 
一 对 应 的 .“ 四 方 上 下 已 字 , 往 古来 今日 宙 ” ,宇宙 就 是 四 维 时 空 . 由 
于 时 空 与 频率 动量 的 一 一 对 应 ， 我 们 也 可 以 认为 “四 方 上 下 皆 动 
量 , 往 古来 今 是 频率 ”， 这 种 对 应 的 特征 体现 在 Fourier 变换 的 下 
述 性 质 上 : 

HAR f(t),g(z) RAR F(s),G(s) 


1. JG) F(—s) 互 逆 性 
2 af) H 840) aF(s) 十 8G(s) RE 
3 Кг) Е(—ғ) Са) ~ СЯ) 
4. РС) Скл НК) F*(--> 实 性 ~ КНЕ 
5. fCa1) 十 F (三 ) 尺度 伸缩 性 
(2) Р(а;) 
6 IG — a) ep) PR a ДЖА е“ 
ету Е(+— а) 
7. GO (2 15)" FCs) 
(-——2=й)° е) ЕС) 
8. Се) ж zG) Е()6(ғ) Б FER 
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БАШ 760,800) BAR FG),GG) 
一 | fg(t — Tar 


AN LECH [èdi = | _ КОЛ? 
Parseval 恒等式 保 范 数 


| Oedi = (ово: 


保 内 积 
性 质 5 指 出 , # 500) ~ FO, АШ баг) h F (=), 当 
[а| a 
а> 1 时 ,fK(D — Кату усо КЕ SRIENE M FO) -> 十 
xF (дж FC) 的 图 形 横 向 拉 使， 伴 以 纵向 压缩 而 面积 不 


变 ， 原 函数 变 罕 , 则 谱 函 数 变 宽 , 即 在 Fourier 变换 下 宽度 朝 相 反 
方向 转化 ， 这 里 隐 含 了 对 粒子 位 置 与 动量 过 度 的 测量 精度 是 互相 
矛盾 的 ,一 个 提高 了 , 另 一 个 必 降 低 .事实 上 ,从 Fourier 变换 可 以 
严格 地 推出 量子 力学 的 测 不 准 原 理 。 从 Fourier 变换 的 各 种 性 质 
中 可 以 洞察 到 世界 的 两 重 性 。 

”在 (3.1.2) 中 , 令 E= 2а, г х, РС) = /2= КЕ), W 
(3.1.2) 变 成 


KE) 一 = W> (3.1.3) 
类 似 地 (3.1.1) 变 为 
зое 
б) | М? ета ( 5) 


= 7 ү К) етар, (3.1.4) 


2х 
以 后 我 们 把 E 叫 作 fO) 的 Fourier 变换 , 它 的 好 处 是 正 变换 
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《3.1.3) 与 反 变换 (3.1.4) 的 系数 相同 ,都 是 овини 
л 
简单 。 例 如 性 质 7 
Р} (1 = Cris)” ЕС), 
经 类 似 的 变换 变 为 
„25 fe) = (ау Ёз), 
亦 即 
N x 
IOO = (уа), (3.1.5) 
由 于 
+> 2ds = ° 2x Í к? — S 
| rO [Viz Kal 2) 
= | OPa, 
| ора = |” Ods, 
因此 性 质 9 不 变 , 亦 即 
J Жө со аа, (3.1.6) 
Fourier 变换 可 以 推广 到 ” 维 情形 。 一 般 地 念 
{су = (уге |, ерак, (3.1.7) 


其 中 5 和 * 是 4 维 Euclid 空间 中 的 向 量 ，5。z 表示 和 zx 的 内 
积 ,可 以 证 明 


М) = aA „етй (Юй, (31.8) 


~ ; 
BRE = EFKO. (3.13) 
利用 (3.1.9) 可 以 证 明 
Uh = |. D EPIKE a. (3.1.10) 
М аж т 


《3.1.10) 给 出 Sobolev 空间 范 数 的 另 一 种 表示 是 个 十 分 重要 的 公 
式 ，(3.1.9) 表 明 Fourier 变换 把 微分 运算 变 成 乘法 运算 ， 众 所 有 周 
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知 ,对 数 运算 把 蒋 法 运算 变 成 加 法 运算 ,从 而 可 以 利用 对 数 运 算计 
算 乘法 。 类 似 地 ，Fourier 变换 把 微分 运算 变 成 代数 运算 ,从 而 把 
线性 常 系数 微分 方程 变化 代数 方程 , 因此 可 以 用 Fourier К 
解 线性 常 系数 微分 方程 。 用 Fourier 变换 可 以 处 理 线性 常 系数 仿 


微分 方程 的 初 值 问 题 , 例 如 ,对 * 实行 Fourier 变换 ,可 以 将 ra 


= a = 变 成 常 微分 方程 (性 质 7) ， 线 性 常 系数 常 微分 方程 的 


通 解 容易 求 出 ,再 用 Fourier HEAR ,就 可 以 求 出 线性 常 系数 
偏向 分 方程 的 通 解 。 这 个 想法 很 美妙 ,但 是 实行 起 来 有 个 缺点 .党 
系数 线性 常 微分 方程 的 通 解 可 以 用 指数 沙 数 乘 多 项 式 形式 的 解 表 
示 出 来 ， 但 指数 函数 与 多 项 式 在 无 穷 远 处 不 趋 近 于 零 ， 不 能 进行 
Fourier 逆 变 换 ,甚至 于 连 1 都 不 能 进行 Fourier 逆 变 换 . 为 了 使 
1 能 进行 Fourier 逆 变 换 ,必需 找 一 个 函数 使 它 的 Fourier 变换 
为 1, 这 需要 扩大 函数 概念 ,引进 新 的 函数 ,这 个 函数 就 是 Dirac 的 
6 ЮЖ. EFAN д 函数 具有 人 性质 


r 8(х)}(®)ах = |00), (3.1.11) 
这 里 Ках) 是 任意 函数 ,因此 


| Slee нар = ейн | = 1, 


亦 即 8(x) 的 Fourier 变换 是 1, 由 性 质 6 可 知 lt — а) ~ 
еі HERT, 09000) ~ (205)* 60 — a) 与 890) 的 卷 积 
就 对 应 于 指数 函数 乘 雷 函数 ,由 此 可 以 相信 ,只 要 引进 a 函数 与 关 
于 8 函数 的 运算 ,就 可 以 构造 出 常 系数 线性 偏 微分 方程 的 通 解 , 事 
实 上 也 正 是 如 此 . 50 年 代 继 Schwartz 建立 广义 函数 论 的 Fouri 
ег 变换 之 后 ,Ehrenpreis 与 Malgrange 迅速 地 证 明 „f LERE 
常 系数 偏 微分 算 子 , f 是 充分 光 清 的 函数 , 则 Lu = f 至 少 局 部 地 
有 解 。 

5 一 数 的 引入 ， 使 我 们 很 受 启 发 ， 可 以 把 它 比 作 W 一 1 的 引 
人 入。 在 代数 方程 求解 间 题 中 ,如 果 不 引 进 V 一 1， 就 必需 讨论 代数 
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方程 有 解 的 条 件 , 那 将 是 十 分 繁杂 的 。 而 一 旦 引进 了 w 一 1， 并 且 
只 引进 一 个 V 一 1, 就 产生 了 所 有 复数 a-+bV 一 1. 在 复数 域 中 , n 
次 代数 方程 就 有 了 2# 个 根 ，V 一 1 是 个 理想 的 虚构 的 数 ,代数 方程 
理论 正 是 在 这 个 虚构 的 理想 的 境界 中 达到 了 完美 和 统一 。 Hada- 
тага 指出 ,在 实数 域 中 求解 问题 常常 以 经 过 复数 域 为 最 简捷 ， 量 
子 力学 表明 ， 基 本 物理 规律 也 离 不 开 W 一 1， 没 有 V 一 1 的 数 域 对 
代数 方程 求 根来 说 是 不 完备 的 。 类 似 地 ,没有 6 函数 的 函数 集合 ， 
对 求解 偏 微分 方程 也 是 不 完备 的 ， 这 种 不 完备 性 可 以 由 常数 1 不 
能 进行 Rourier 变换 看 出 ,也 可 以 由 没有 Fourier 系数 全 为 ! 的 
函数 看 出 (参看 第 二 章 82.4) 看 出 。 可 以 证 明 ， 5 函数 就 是 填补 天 
空 舞 陷 的 闪闪 发 光 的 石头 ， 因 此 补充 了 5 函数 的 函数 集合 才 是 完 
备 的 。1957 年 Lewy 举例 说 明了 ,对 变 系数 偏 微分 方程 ， 即 使 系 
数 充分 光滑 ， 仍 然 可 能 无 解 。 这 表明 洒 数 概念 还 要 继续 扩张 。 回 
顾 历 史 , 人 们 为 了 求解 x 十 2 一 1， 引 进 了 负数 .为 了 求解 2x 一 
1, 引进 了 分 数 。 为 了 求解 x 一 2 一 0， 引进 了 无 理 数 。 XTR 
解 2 十 1 一 0, 引进 了 虚数 。 一 部 代数 方程 求解 的 历史 就 是 不 断 
扩张 数 的 概念 的 历史 ,因此 我 们 猜想 ,求解 偏 微分 方程 的 历史 应 该 
是 函数 概念 不 断 扩张 的 历史 。Lewy 的 反例 表明 ,函数 概念 还 要 
继续 扩张 ， 相 当 于 代数 基本 定理 的 偏 微分 方程 基本 定理 尚未 建立 
起 来 .当然 ,如 何 扩张 函数 使 更 多 的 伪 徽 分 方程 有 解 ， 还 需要 艰苦 
的 探索 。 


$ 3.2 能 导数 与 Sobolev 空间 


在 第 二 章 中 讲 过 ， 有 界 集 紧 致 是 有 穷 维 空间 与 无 穷 维 空间 的 
分 水 岭 ,由 于 紧 性 的 破坏 ,使 无 穷 维 空间 的 理论 复杂 起 来 ,因此 紧 性 
十 分 重要 ,从 这 个 意义 上 说 , 紧 性 也 有 要 紧 的 意思 .为 了 克服 由 于 紧 
性 破坏 产生 的 困难 ,在 第 二 章 中 引进 弱 收 倒 概 念 。 由 于 在 Hilbert 
空间 中 有 界 集 弱 紧 致 ,因此 在 弱 的 意义 下 ,相应 的 理论 既 整 齐 又 美 
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丽 ,我 们 希望 用 这 个 理论 来 研究 我 们 的 问题 。 
考虑 Hilbert 空间 互 中 的 算 子 方程 


Lu = f, (321) 
и EC. DRR HEE? єна 
(Lu -— fsp) = 0, (3.2.2) 


反之 , 若 对 任意 pE H,(3.2.2) 成 立 , 则 Lu -- f= 0, 从 而 (3.2.2) 
和 (3.2.1) 等 价 ,由 于 对 固定 的 x 和 f,(Lu H, p) ЖН ЕЕ 
ЕЮ , 它 相 当 于 Lu 一 上 在 ?上 的 投影 再 乘 上 9 的 长 度 ( 范 数 ), 因 
此 (3.3.2) 是 方程 (3.2.1) 的 弱 形式 。 若 L* ЕА, ВЧ 
IEE? E HRA 


(Lu, p) = Wu, L*p). (3.2.3) 
则 这 时 (3.2.2) 可 以 改写 成 
(а, 2% gp) = (f,p). (3.2.4) 


若 存 在 ue 日 ,使 得 对 于 任意 g Є Н(3.2.4) 都 成 立 , 则 称 u 是 方程 
Lu= | 988. 

ЖОН = 1210,11, 是 [0,1] 上 的 连续 可 微 函数 ，L 一 L 
是 [0,1] 上 的 连续 函数 ,9 是 在 [0,1] 两 端 为 零 的 连续 可 微 函 数 , 则 
有 


CD esse a 


{! і d бі | 
一 dx = — | “dx 一 . 
) f? х a” dx х |, тах 


因此 方程 4н 一 /的 弱 形 式 为 求 函数 # 使 对 任意 两 端 为 零 的 连续 
ЖК Ф RE 


1 1 
| и 2Ф de= 一 | рах, (3.2.5) 
0 dx 0 


当 # 连续 可 微 时 ,(3.2.5) 的 解 x 也 满足 “=i, 但 一 般 地 来 说 ,为 
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满足 (3.2.5) 只 要 u 可 积 就 可 以 了 ,不 必 连 续 可 微 ,因此 弱 解 不 一 定 
在 通常 的 意义 下 消 足 方程 。 假 设 x 是 可 积 函数 ， 如 果 存 在 可 积 函 
数 f 使 对 任意 两 端 为 零 的 函数 p,(3.2.5) 成 立 , 则 称 了 是 wx 对 zx 的 
弱 导 数 。 显 然 ， 若 一 个 函数 具有 普通 意义 下 的 导数 ， 必 具有 弱 导 
数 ,具有 弱 导 数 却 未 必 具 有 普通 意义 下 的 导数 ,因此 弱 导 数 是 导数 
的 推广 。 这 种 推广 的 方法 也 是 先 列举 导数 所 具备 的 性 质 ， 选 取 其 
中 主要 的 性 质 ,将 满足 这 个 性 质 的 函数 叫 作 导数 ,这 种 推广 的 方法 
和 第 二 章 中 推广 长 度 ,距离 等 概念 ， 定 义 范 数 、 距 离 的 方法 是 一 臻 
的 。 下 面 我 们 给 出 弱 导 数 的 一 般 定义 。 

Wk CICO) 表示 在 2 内 无 穷 多 次 连续 可 微 并 在 @ 的 边界 附近 
为 零 的 函数 的 集合 ,显然 C?(9) 中 的 函数 在 边界 до 附近 的 名 
阶 导 数 都 为 零 。 假 如 函数 f(x) En Euclid 空间 Е" 的 任意 
有 界 闭 集 8 上 绝对 可 积 , 则 称 /GO 在 E* 上 局 部 绝对 可 积 。 有 
了 以 上 的 术语 ,可 以 引进 下 述 的 定义 。 

定义 “局 部 绝对 可 积 函数 f(x) ME a 阶 弱 可 微 的 ， 如 果 存 
在 局 部 绝对 可 积 的 函数 g(x) 使 得 对 任意 ФО) € C8(9) 部 有 


|, gpdx = (—1)'“ | }Ю°"фах (3.2.6) 


RA g) ЩЕ f(x) 的 a 阶 弱 导 数 , 记 以 DY = g。 记 号 а, [а] 
和 D 请 参看 第 二 章 52.2, 

选择 peci) АЛИЯ, ф(х) 在 д0 шл, 
各 阶 导数 也 为 零 ,使 得 分 部 积分 很 简单 。 但 有 一 个 问题 , 由 于 解析 
函数 在 一 个 邻 域内 为 零 , 必 在 整个 空间 全 等 于 零 ,那么 是 否 存在 不 
恒 为 零 的 无 穷 多 次 可 微 函 数 在 20 附近 为 零 呢 ? 下 面 我 们 指出 ， 
这 祥 的 函数 不 仅 存在 而 且 很 多 。 

令 
ig lexp(—1/(1 — |*|2)), 当 15| <1 
{о 当 |х| > 


其 路 一 上 是 常数 ，lz| 一 二 


i) 一 
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j(x) 是 Е" 上 无 穷 多 次 连续 可 微 函 数 ， 并 且 当 |<| > 1 БИЕ 
=, 
r - | exp(—1/(1 = |х|*))4х, 
11%] 
则 
|, dz = 1. 
设 * 是 固定 点 , 8 充分 小 , 令 
ilz, x) = 8°) (=), 
由 于 б) 对 r 无 穷 多 次 连续 可 徽 ,jz в Б], ба, 
z) = 0， 所 以 有 (x,x) EC?(E")， 由 于 
| =: < 00,0181, 


Сх.) 之 0， 
所 以 由 积分 中 值 定 理 ,对 任意 连续 函数 有 


| jx x ulr )dx == 
\х—х' <ë 


аб = (z), 
其 中 x* 是 球 S(x,8) 内 的 一 点 , x* 依赖 于 д. 令 
из (ж) = | js(x,x )u( x )dx’, (3.2.7) 


由 于 5 充分 小 时 ，5Cx,6)C9,js(x,x) 在 $(х,д) 外 为 零 . 从 而 


lim us (z) = limu(a*) = u(x), (3.2.8) 
综合 (3.2.7) 与 (3.2.8) 并 将 极限 移 到 积分 号 下 就 有 
] lim јо, Ju Jdr = (ж), (3.2.9) 


0 


这 里 lim (z, z) 实际 上 是 8 К. ще 一 0 时， 这 个 式 子 与 


《3.1.11) 一 致 。 
对 给 定 集 合 3, 若 x,€ 5， limx。 一 x; 则 x 叫 作 3 的 极限 点 ， 
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集合 5 连同 它 的 所 有 极限 点 的 集合 叫 作 S 的 闭 包 ， 记 以 S. 使 
u(x) 不 为 零 的 所 有 x 的 集合 的 闭 包 叫 作 w(x) 的 支 集 。 令 0.0 
0 内 与 边界 до 距离 大 于 8 的 点 的 集合 ,着 wn(*) 的 支 集 包 含 在 
О, 内 , 设 х6 20, ру x € Q, BF, jlr) = 0; Hr € Q — 
Q, W, s(z) = 0， 因 此 由 (3.2.7) 可 知 , ws(*) 一 0， 用 同样 方法 
可 以 证 明 G) € CECO). IER нє L(9), 我 们 可 以 找到 支 
集 包 含 在 O AHRR v) HER a 充分 小 使 lo (e) — (z) Ë= 
|| G — w(x) Ydz 充分 小 ,同时 所 上 面 记述 ,又 可 构 阁 (и) € 


о 
ССО) 使 По, (а) 一 wz) 用 充分 小 ,因此 我 们 有 
定理 32.1 C?) 在 L) тй. 
这 个 定理 的 意思 是 说 ,对 任意 s€ LO), 5и, є C (O), AE 


ша || (z, — UH) dx = 0, 

КШ ЯЗЫ ЕЕЕ КААН. ВРА ЗОНА Р 
LXQ),LX《Q) 中 几乎 处 处 相等 的 函数 认为 是 彼此 相等 的 。 在 这 
个 意义 下 ， 一 个 函数 的 弱 导 数 是 唯一 的 ， 事实 上 , 若 z 和 z, 都 是 
f 的 a 阶 弱 导数 , 则 对 任意 ф(х) Є ССО) 都 有 


|} (в Се) — g(r) be dr = 0, 
р] 


由 于 C;(Q) 在 L) ФЯ, 所 以 在 9 内 a 几乎 处 处 等 于 
Ёз» 

在 第 二 章 524 中 ,我 们 给 出 Sobolev 空间 的 一 个 定义 ， 现 在 
我 们 给 出 它 的 另 一 个 定义 ， 

定义 ” 设 严 是 非 负 整 数 ， 用 Н"(О) 表示 使 得 所 有 满足 0< 
lal < m 阶 的 弱 导 数 都 存在 且 属 于 LO 的 函数 集合 ， 给 
неса) E FARMI 

(f,z), 一 >; || D°f ° D"gdx, 


ig!<m 0 
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С^ 


{в = «Р У) |) IDH de, 


taim" g 

则 H=CO) ПЕ т Sobolev 空间 。 

由 于 H=(Q) 中 的 函数 要 求 D”fE LX《Q8)， 而 不 仅 要 求 р} 
局 部 绝对 可 积 ， 因 此 H>(Q) RRA т ЕЕ ШИА ШЕН 
子 集 , 显 然 H'(Q) 一 CSG)， 并 且 有 明显 的 包含 关系 

CBC CH” OCHO- CHC) = 1100), 

` 定理 3.22 已 (2) 是 Hilbert 空间 ， 

证 明 容易 验证 HO) 是 内 积 空间 .为 了 证 明 完 备 性 ， 设 
{G} 是 H") 中 的 基本 序列 , 则 对 |«| < m, 


{ре 一 реВ = |, 10°}, — D=f, 1242 


< У) | |р — Deji |а = Ji — jalè, 


1a) <m 
因此 Dh) 是 PO) 中 的 基本 序列 ,由 于 LO) 是 完备 的 ,所 
以 Хор 收敛。 假设 极限 为 f”， 则 对 任意 e <€ C?(Q) 有 
(DP) = mG Dbh = (1) lim Di d) 


= (—1)”' Q 2, 4). 
从 而 对 任意 满足 lal < m 的 а, ARER DY” 一 f, 因此 
(е) € R”), #8. 


I= D | ID — рее, 


ta 1<m 


所 以 按 范 数 ‖ lehi 各 ,这 就 证 明了 (F) 在 Н”(О) 中 有 极 
限 ,从 而 证 明了 完备 性 , 亦 即 8"(8》 是 Hilbert 空间 ， 

在 第 二 章 $2.4 中 ,我 们 曾 用 完备 化 的 方法 给 出 Sobolev 空间 
H=(Q) 的 定义 ,自然 要 间 这 两 个 定义 是 否 等 价 ? 从 实 变 函数 理论 
中 可 以 知道 ,光滑 函数 集合 C) 在 LO) 中 稠密 , ВУ m 
= 0, C%>(0) 在 H”) 中 的 闭 包 就 是 H) 自己 。 这 个 
结果 对 任意 正 整 数 轿 也 是 正确 的 ， 亦 即 有 下 述 的 定理 。 

定理 3.2.3 C) 在 | 41。 意义 下 的 闭 包 是 нео). 
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定理 3.2.3 表明 ,关于 НСО) 的 击 种 定义 是 等 价 的 。 下 面 讨 
论 空间 НСО). 

ЖХ COE I ll。 意 义 下 的 闭 包 记 以 НСО). HE) 
也 叫 作 加 阶 Soboley 空间 。 

由 于 C(A) 中 的 函数 在 89 XF, НСО) 中 的 函数 是 
COCOR RARER] |。 意义 下 的 极限 ,自然 要 问 H5CO) 中 的 
кав 89 LAF? AAEM = 0 的 情形 ,这 时 HICE 

(д), 但 LO) 中 的 函数 在 69 上 的 值 是 不 确定 的 ， 它 的 值 
可 以 任意 改变 。 当 m = 1 时 ,情况 不 同 ,考虑 上 半空 间 
ЕЗ = {х = (x x, z.) [rs 2 0}, 
Ф = (ау, х„), 设 р(х) = ф(х", x,) € HEL), 由 于 
ф(х) 在 Et 上 可 积 , 显 然 т (х) 一 0, 因此 lele TA 


写成 
[oC DF | loess Р, 


将 这 个 恒等式 在 超 平面 х, 一 0 上 对 х 积分 并 利用 Schwarz 不 
等 式 ,就 有 


Є , 0) в" < 


|= 2ф (x ,x,) 2 plx ,xa)dx 
+ Dr。 


2 | 22 [hian lel, 


lpn 
(ЕЛ) 


利用 不 等 式 2ab Sa + P 给 出 估计 
С 07 有 ab < lollies 


这 个 式 子 可 以 写成 
ЮН, < П Сан (32.10) 
由 这 个 不 等 式 可 知 , 当 pe НЕТУ BF, plao 的 值 在 几乎 处 处 相 
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КА 
Ox, 


+ 


等 的 意义 下 是 唯一 确定 的 。 事实 上 令 p= p — po # jo 一 
Pilar = 0. H (3.2.10) 可 知 , 在 68; 上 q, 几乎 处 处 等 于 
9pz， 从 而 边 值 由 内 部 的 值 唯一 确定 。 类 似 地 可 以 推出 , 若 w(*) € 
H=(E3), W G) 本 身 连 同 其 前 m — 1 阶 导数 的 边 值 都 是 唯一 
确定 的 ， 可 以 证 明 ,这 个 结果 可 以 推广 到 一 般 区 域 2 , 亦 即 有 仅 依 
赖 域 2 的 常数 ССО) 存在 ,使 得 对 任意 =€ H'CO) 恒 有 
zllzxao < СОО), (3.2.11) 

这 里 lalo = lulas 由 于 这 个 不 等 式 及 НСО) 中 的 函数 是 
C?(9) 中 函数 按 范 数 | 11, 意义 的 极限 ， 从 而 H.C Q) 中 函数 的 
边 值 为 零 , 因 此 

НСО) = {нє HQ); ulao = 0}. (3.2.12) 
由 这 个 不 等 式 可 以 推出 


HCO) = Jue HO); uloo = 到 
On 


„T о}. (3.2.13) 


由 于 w|so = 0,u 的 切 向 导数 дк 


， 一 0 从而“ 本 身 和 它 的 各 


个 一 阶 导数 在 20 上 都 为 零 .更 一 般 地 
H7(0) = fue H”(Q); ulao = r 


niau 


= Ө" 4 
дп"! 
正 因为 НСО) 有 这 个 性 质 ， 所 以 它 是 研究 齐 次 第 一 边 值 问题 的 
合适 空间 ,这 与 第 二 章 $2.4 是 一 致 的 。 
设 了 定义 在 2 上 ,定义 ff 在 8 上 的 扩张 如 下 : 4 r € ОМ, 
f 的 定义 不 变 ; 当 x€ 8" 一 日 时 ,+ 的 值 为 零 。 把 这 种 扩张 叫 作 
在 9 上 的 零 扩 张 。 从 直观 上 不 难看 出 下 述 的 定理 
定理 3.2.4 设 9,9' 是 开 集 , 00, WA 
G) E JEHO) 是 了 在 0' 的 零 扩 张 , MU feH), 在 
这 个 意义 上 说 ，H?(90)CH?C0'Y, 
(2) 若 JEHO) 且 1 在 8 内 有 紧 支 集 , 则 1 在 9 上 的 限制 


• |39, 


sa o}, (3.2.14) 


Fe Hr(O), 

证 明 (13 {8j} 是 C?(9) 中 序列 , 按 范 数 上 leso 7, 
显然 Ф 在 8 上 的 零 扩 张 属于 CC), HA {Ф} E Hr(9') 
中 的 基本 序列 ,这 就 证 明了 (1). 

Q) # JEHO) B. 的 支 集 包含 在 8 内 ,显然 1 在 О 一 
Q 上 为 零 ,容易 相信 fe H?(98)。 证 明 从 上 略 。 

由 这 个 定理 可 知 ， Hr(8》 中 的 函数 可 以 用 零 延 拓 扩张 到 整 
个 空间 ,因此 可 以 进行 Fourier 变换 ， 从 而 Fourier 变换 成 为 研 
究 H?(Q) 的 重要 工具 ,下 一 定理 表明 , 若 f(x) € HY(8), 将 + 用 
零 扩 张 到 整个 空间 E”, fC) 的 Fourier 变换 (5) 在 无 穷 远 处 
urg. 

定理 3.25 假设 јЄнгСо) f 用 零 延 拓 到 整个 B*, 则 对 


lal < т 


= . А 

(DG = СС) К) є LXE"), (3215) 
并 且 | 
їл |, 3 EPEa, (3216) 


证 明 对 fe ССО), H 53.1 给 出 的 Fourier 变换 的 性 质 7 
即 可 得 到 (3.2.15)， 这 是 因为 1 可 以 用 零 延 拓 到 整个 空间 Es, 从 
市 可 以 进行 Fourier 变换 。 由 于 CY(E") Е LCE”) 中 稠密 ,所 
以 《3.2.15) 成 立 。 由 上 la ENM Рагѕеуа 恒等式 ( 参 WL 53.1 
Fourier 变换 的 性 质 9, BUD(3.2.16)). 

我 们 一 再 强调 紧 性 的 重要 ， 除 了 引进 弱 收 敛 重新 获得 紧 性 以 
外 ,还 有 一 些 其 它 的 得 到 紧 性 的 方法 . 首先 回顾 分 析 中 的 Arzela- 
Ascoli 定理 : 

车 {f,(x)} 在 (4,61 上 一 致 有 界 且 同等 连续 , 则 {f,(z)} 有 
一 致 收 丝 的 子 列 ， 

若 1„(®) 可 微 , 则 А, Се) 同等 连续 的 条 件 可 以 用 条 件 {f; (x)} 
一 致 有 界 来 代替 。 这 时 这 个 定理 可 以 写成 : “Ж {f,(x)} 和 
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{бә} 在 Па, b) 上 一 致 有 界 ， 则 {1,(x)} 有 一 致 收敛 的 子 序 
Ў”. 

用 泛 函 分 析 的 术语 来 说 , 令 Пса 一 шах, HOI 
max fO ав = maxlf(z)|。 这 个 定理 是 指 若 0) R 


C'[a,b] 的 范 数 是 有 界 集 , 则 {/„(ж)} 按 Cl[a,b] 的 范 数 有 一 致 
收敛 的 子 序列 。 注 意 {f,(x)} 是 同样 一 个 集合 , 按 Cla, b] 范 数 
是 有 界 集 ， 按 Cie, bJ 范 数 是 紧 致 集 。 这 里 {f(x)} 不 变 , 但 
Ue 所 属于 的 空间 变 了 ,将 fe C![e, b] 变 到 fe C[a,b] 的 
算 子 叫 作 从 Ci[a,6] 到 Cila, b] 的 嵌入 算 子 ， 这 个 入 算 子 把 
C'[a,6] 中 的 有 界 集 变 成 C[a,b] 中 的 紧 致 集 , 因此 从 C'[a,5] 
到 C[e,b] 的 圣人 算 子 是 紧 算 子 。 

这 里 要 注意 ,同一 个 函数 集合 ,由 于 衡量 集合 的 尺度 不 同 ， 集 
合 就 有 不 同 的 人 性质。 一 般 地 , 若 m > k, $ С"[а, b) 范 数 的 有 
ПЗЕ, Са, Б] 的 范 数 就 是 紧 致 集 , 从 C"[a,6] 到 Са, Б] 的 
伐 人 算 子 是 紧 算 子 。 这 里 再 一 次 强调 ,人 戏 人 算 子 不 改变 元 素 本 身 ， 
只 改变 元 素 所 隶属 的 空间 ， 隶 属 的 空间 变 了 ,衡量 它 的 尺度 变 了 ， 
元 素 所 具有 的 性 质 也 随 之 改变 。 正 如 同一 个 音乐 知识 平平 的 人 可 
能 是 一 个 优秀 的 科学 家 ,衡量 事物 的 标准 变 了 ,事物 的 价值 也 随 之 
改变 。C"Ea,5b] 中 的 有 界 集合 , 按 СЧа, b] 的 范 数 来 看 就 具有 
紧 性 ,所 谓 媒 入 就 是 把 C"*La,5] 中 的 元 素 看 成 Ct[a,5] 中 的 元 
素 。Arzela-Ascol 定理 断定 ， 从 C”la,b] 到 Ct[a,5] ЮА 
ATERAT. 由 于 H”(98) E. C”) 的 推广 ,我 们 自然 要 问 ， 
У m > k it, A H”) 到 НСО) 的 说 入 算 子 是 否 是 紧 算 子 ， 
回答 是 肯定 的 ,对 空间 НСО) 有 下 述 结果 ， 

定理 3.2.6 (Rellich IK À EE) 设 @ 是 有 界 开 集 ，m, k 是 
FERES, m>k, ЩЫ Hr(Q) 到 H¿(Q) WK ARTE EW 
+. 

证 明 ЯЗВА HIO) 中 的 闭 单 位 球 内 的 任意 序列 (f) 在 
lelh 意义 下 有 收敛 子 列 ., 由 第 二 章 定理 2.3.5, Hilbert 空间 中 的 
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闭 单 位 球 弱 紧 致 , 即 序列 (F) ERRATEA, KAFEA 
用 {+} 表示 , 记 其 极限 为 ,显然 MI. 入 1， 由 于 当 0<k<m 
时 ,从 нео) 到 НКО) 的 嵌 人 算 子 是 连续 的 ， 因 此 HOE 
的 任意 连续 线性 泛 函 都 是 HO) 上 的 连 继 线性 泛 函 ， 从 而 序列 
{5} 在 H) ФР f。 为 了 证 明 妨 } 按 范 数目 l, 收敛 于 
fs 由 第 二 章 定理 2.3.6, RE lfl — WI 事实 上 
ll; А ;CO D. 

= Ho Ch fi — С t ОШ. (3.2.17) 
(JD, 可 以 看 作 HO) 上 的 连续 线性 泛 函 ， 由 于 В аР 
f， 因 此 当 п co Е, (0), ә (人力 因此 只 要 证 明了 当 j — 
оо Bj, Hf, 一 ПА. ЕВА 15 — HE — 0. 

以 下 证 明 当 7 一 oo HF, || =» ПА. 将 ht 用 零 扩 张 到 
Е", BFE KQ) = L(A) 中 ji Т foli 的 Fourier Ж 
换 С) 可 以 看 成 关于 н 的 线性 连续 泛 函 , 因此 AE) 一 KG), 
从 而 对 每 个 有 

BIELO У EROR (3.2.18) 


Гаі < m lal <m 
由 Schwarz 不 等 式 , 得 AGI < C,C 是 仅 依赖 OQ 的 常数 。 央 
此 对 任意 实数 *< co, 当 |] < r 时 ,(3.2.18) 的 每 一 项 都 小 于 
一 个 常数 ,由 实 变 函数 论 中 的 控制 收敛 定理 ,可 知 


imf, > Ее РТС dE 
- j. > НЕШЕ (3.2.19) 


la 1<4 


由 (3.2.16), 这 差不多 就 是 要 证 明 的 ,只 要 证 明 [ë| > т 部 分 的 积 
ЭЛИТ. PES s >0, H m >k,# т> 0 {й# 


У ler У) Е ев, [Е >r, (3.2.20) 


jai <i іа < т 


HEH 3.2.5, EAE ELE. 当 |а <m W, 有 
|... 2) Paya | D er 
val < 


< 
6142 


x D Ee 57 Б ЛӨК" 


val Sk la < 
< 81115 <=, (3.2.21) 
这 里 第 一 个 不 等 式 用 (3.2.20) 和 (3.2.16) 得 到 。 用 类 似 的 方法 可 以 
证 明 , 用 AGE) 替换 ACE) 时 ，(3.2.21) 仍然 成 立 。 由 (3.2.19) 可 
知 , 存 在 m E Т>» 时 ,有 


а, ХӘР 一 7691948 < в, 


因此 当 1 > m 时 ,有 
II ПИКЕ, 3 теч {fF 
азый 


— ÍC) PHE < 3e, 
这 里 用 到 将 Es 分 成 球 SO, r) 内 和 5(0,г) 外 两 部 分 估计 、 最 
后 一 个 不 等 式 及 不 等 式 (3.2.21)。 这 就 证 明了 
шойын = lfl 
定理 得 证 。 

这 个 定理 的 完整 叙述 和 证 明 可 以 参看 Lions 与 Magnes: 
“Non-Homogeneous Boundary Value Problems and Applications” 
Volume 1. 1972 р.72. 

作为 Rellich 人 嵌 人 定理 的 应 用 ,我 们 来 证 明 不 等 式 (2.4.28)， 
亦 即 (1) 若 B(w) 是 НСО) 上 的 非 负 连 续 泛 函 ;(2) 若 BG) = 
0，|zlbo 一 0, 则 u= 0; G) 对 任意 实数 4, Bu) = PBO). 
则 有 正 数 C 使 得 对 任意 se H 都 有 

lulio + Ви) > Сн о. (2.4.28) 

证 明 假设 (2.4.28) 不 成 立 , 则 对 任意 小 的 正 数 C 都 有 #є 

НАСА) 使 (2.4.28) 不 成 立 , 从 而 有 w, НСО) 使 


lw,l} o + Blw,) < + NHP 
亦 即 
ICA > n(| о „|А, + (Bw,)), 
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Ф и, = —“*, HERGA 


П „|а, о 
Па, ао > (|а, |а, + ВСи,)), 
由 于 а, По = 1, [u lio 和 ВСи,) ЗЕЙ, п оо 时 ， 
lule o > 0,В(и,) > 0, НТ {xw} 在 HY(Q) 中 有 界 ,由 Rell- 
ich 嵌入 定理 可 知 , 必 有 在 HOA) 中 的 收敛 子 列 ( 定 理 3.2.7), 
仍 记 这 个 序列 为 {4} TA {u} 在 Ht (CQ) 中 是 基本 序列 .由 
T Iulio = 18.0 + fulia, аи, о 0, 因此 {wm} 也 


是 НСО) 中 的 基本 序列 ， 由 于 HYO) 是 完备 的 ， 从 而 必 存 在 
meE 有 9)， 使 得 当 n— co BJ, ju, 一 mlo 0. 1н, о 
1 可 知 [о = 1。 另 一 方面 由 lulio — 0, B(u,)— 0 以 及 
B(w) BERETA, |а| о 一 0，B(m) 一 0， 再 由 关于 BG) 
的 假设 2) 可知，w 一 0， 这 与 wl 一 1 和 矛盾 。 命 题 得 证 。 

(2.4.28) 是 个 重要 的 不 等 式 , 从 这 个 不 等 式 的 证 明 过 程 ， 可 以 
看 到 Rellich 能 人 定理 的 重要 作用 。 

前 面 介绍 了 Reliich 嵌入 定理 ， 下 面 介绍 苏联 数学 家 S. L. 
Sobolev 于 1938 年 给 出 的 Sobolev {КА Ж. 

按照 Sobolev 空间 范 数 的 收 僵 是 函数 连同 其 各 阶 导 数 的 均 
方 收敛 。 一 般 地 说 ,在 有 界 域 上 由 一 致 收敛 能 推出 均 方 收敛 ,由 均 
方 收敛 推 不 出 一 致 收敛 。 但 在 一 维 情 形 由 函数 和 一 阶 导数 的 均 方 
收敛 能 推出 函数 的 一 致 收敛 。 事实 上 设 (f.G)Y 是 定义 在 区 N 
[0, 1] 上 的 连续 可 微 函 数 序列 , j(0) 一 0， 显 А, Jj) 


= Ñ fdt, Р 


fx 
j. ШӨ?” 


тах |f (х) {| = тах 
[РУР] ogri 


< max [IOa < || 1га |", 


LEE EE 
由 此 可 知 ,从 f(?) 的 均 方 收敛 可 以 推出 А. СОЕ СО „11 Eee 
敛 ,或 者 说 按 h 范 数 收 敛 能 推出 一 致 收敛 ， 在 = 维 情 形 , О 
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是 有 鼻 域 ,到 @ 内 任意 一 点 P (ЕД ЕК, r ERAR P ЈЕ 
离 ， 取 P 充分 大 ， 使 8 完全 包含 在 以 为 心 ， 2 为 半径 的 球 内 ， 
fe ССО), 取 坐 标 系 为 # 维 球 坐 标 ,由 Со) = 0 可 知 ( 这 里 假定 
I 在 8 外 为 零 ) 


_ бор, a of 
КР) 一 Dr dr Or 
= | д] dr, 
° дг 
KAMERY TUAE 
_ т-1 9"f 
Ру = [1 La, 


+ | rd д}. 
° дг 


r= 


这 里 & 是 仅 依 赖 刀 的 常数 。 沿 球面 5(P ,p) 对 角度 积分 有 
Р) = ”| raa ef ду, 


Sep, o ðr” 
这 里 x 是 体积 元 , b Вт п 的 常数 ，r”* 的 出 现 是 由 于 
在 球 坐标 系 中 dx 的 J ca b; 行列 式 中 含有 r". ЕҢ Schwarz 不 
等 式 可 知 


KP S60) 


‚‚ 


т 2 
т-ду | 9" ах, 
дт" 


右 端 第 一 个 积分 当 m > n n 时 是 收敛 的 , 它 的 值 仅 依赖 于 m,n 


和 20， 第 二 个 积分 的 值 不 超过 Ih, АШ 
fCP)! < СІІ... 
由 于 P 是 8 内 任意 一 点 ,C 与 P XX, 因此 有 
max] (а) | < СІҢ.» (3.2.22) 
这 里 C 是 仅 依赖 түп 和 9 的 常数 , 
设 FEH), WA є C8(Q),， 使 lim fi — flia = 0. 当 


m > 时 ,由 (3.2.22) 可 知 , fi 一 致 收敛 于 f， 从 而 了 是 连续 函 
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数 .类 似 地 可 以 证 明 , 若 普 和 大 是 正 整 数 ，m 一 > Ta fe HO), 
则 fe C4(9)。 综 合 上 述 可 以 得 到 

定理 32.7 (Sobolev ATH) 设 @ 是 有 界 开 集 ,外 是 小 于 
т 一 ini RS EHTO HCO), N fe ССО), H 
且 从 HECO) 或 HCO) 9 CORA E TE EB, 


$ 3.3 Sobolev 空间 与 变 分 问题 


Sobolev 空间 实际 上 是 一 种 以 能 量 为 长 度 的 空间 .有 了 Sobo- 
lev 空间 ， 我 们 就 可 以 把 第 二 章 $ 2.4 中 所 讲 的 弹性 力学 中 的 变 分 
问题 化 为 几何 问题 , 即 在 集合 S 中 找 一 点 и 与 给 定 元 素 of 距离 最 
短 ， 如 果 ofe 3 ,显然 4 一 о}; 如 果 of€5 ,5 是 一 条 直线 (更 一 般 
地 是 个 超 平面 ), 则 * 是 of 在 这 条 直线 ( 超 平面 ) 上 的 投影 ;如 果 5 
是 直线 上 的 一 个 有 界 闭 区 间 ( 更 一 般 地 是 个 有 界 财 凸 集 )， 当 ve 


[А,В] 时 ,of 与 4 点 距离 最 短 .如 图 3.3.1 所 示 向 量 of4 与 向 量 


AB 的 夹 角 是 钝 角 , 将 4 用 xu 表示, 将 B 用 sv 表示 , 则 对 任 音 
vés 
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(of — u, — ш) < 0, (3.3.1) 
亦 即 
(uv — u) È (of ov — u). (3.3.2) 
下 面 我 们 对 由 几何 直观 猜 得 的 结果 给 以 严格 的 数学 论述 ， 
由 第 二 章 52.4 可 知 , 弹性 力学 中 的 许多 问题 可 化 为 下 述 极 小 
化 问题 : Ж <€ U 使 
J(u) = inf JŲ), (3.3.3) 
这 里 允许 元 素 集合 U 是 Hilbert нит, EJE 
如 


Л) 一 2 — Ко)» (3.3.4) 


其 中 а(-,.) 是 对 称 双 线 性 形式 , 亦 即 аби, р) = alv, u), auy) 
对 w 和 >” 分 别 是 线性 的 , 1 ЖЕЗ [Б] Н БОКЕ ЕТЕЙ. 

下 面 我 们 先 考 虑 更 一 般 的 问题 。， 设 VV 是 线性 赋 范 空间 ，al:， 
.) 是 从 V x V 到 RR 的 双 连 续 线性 泛 沙 ,是 从 VV 到 RR 的 连续 线 
性 泛 潢 ，R 是 实数 集合 ,， 品 是 六 的 非 空 子 集 。 考 虑 下 述 极 小 化 问 
题 : R ucU 使 


Ҳи) = infJ(v), (3.3.5) 
EREZA J:V -> R 定义 为 
Jve V — Jv) = > aloo) — Қо), (3.3.6) 


定理 3.3.1 假设 
(1) VE Hilbert 空间 ; 
(2) 口 是 了 的 闭 凸 子 集 ; 
(3) 双 线 性 形式 a(，,。*) 对 称 且 在 VV 上 正定 ,正定 的 意义 是 
存在 常数 C > 0 使 对 任意 "ET 
aW v) 2 C||e|2, (3.3.7) 
在 上 述 假 设 下 , 极 小 化 问题 (3.3.5) 有 且 仅 有 一 和 解 。 
证 明 对 空间 下 赋 以 内 积 aÇ", ')， 由 cv) 所 定义 的 范 
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数 与 原来 的 范 数 是 等 价 的 ,因此 了 成 为 Hilbert 空间 ,由 Riesz: 表 
现 定理 ,存在 唯一 的 of e V 使 对 Vv < V | 

о) = ао}, е), 
НР +Е К ЖИККЕ, а ЕЎ 


Жо) = > alv 1) — а(сў,о) 


= 3 4 — ofw — af) — 1 alof.of). 


注意 «С-,-) 是 所 定义 的 范 数 ， 因 此 极 小 化 问题 变 成 求 of 与 集 
合 U 之 闻 的 最 短 距离 。 而 求解 问题 变 成 求 of RAR a(*,*) 在 
U 上 的 投影 ， 这 就 将 分 析 间 题 化 成 几何 问题 。 由 于 0 是 空间 V 的 
闭 凸 子 集 ,这 种 投影 存在 而 且 唯 一 ,这 就 证 明了 这 个 定理 ， 

容易 看 出 这 个 定理 与 第 二 章 524 所 述 的 结果 本 质 上 是 相通 
的 。 以 不 等 式 (3.3.2) 为 背景 我 们 可 以 得 到 

定理 3.3.2 x 是 极 小 化 问题 (3.3.5) 的 解 当 且 仅 当 w 满 
E 

иЄ, H VeeU, alu,v — u) > flo — u). (3.3.8) 
更 准确 地 说 , 若 口 是 顶点 为 0 的 财 凸 集 , 则 

#€U H WvEU, a(u,s) > flv), а(и,и) = и), (3.3.9) 

车 口 是 闭 子 空间 , 则 | 
“EU Н Ve€U, a(u,e) = и), (3.3.10) 

证 明 可 以 参看 Ciarlet [50]. 

下 面 设 召 是 Hilbert ZH, U = H, 这 时 极 小 化 问题 (3.3.5) 
归结 为 问题 (3.3.10)， 在 假定 e(,，) 对称 的 情形 , 问题 (3.3.10) 
的 解 存在 且 唯 一 ,这 个 结果 可 以 推广 到 а(-,-) 非 对 称 的 情形 ,这 
就 是 下 述 的 Lax-Milgram 引 理 ， 

定理 3.3.3 (Lax-Milgram 5| Æ) ЖН Hilbert 空 间 ， 
a(，,*): 有 HX Н-> Е 是 连续 双 线 性 正定 泛 函 ，j:V -> R 是 连续 
ER PEZZA , 则 问题 

Ve€ V, а(и,р) = f(v), EU (3.3.11) 
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HHUA. 

HERE M, Ciarlet[50] 或 第 八 章 。 

Sobolev 空间 是 以 能 量 为 长 度 的 空间 ， 是 描述 势能 最 小 原理 
的 合适 工具 ， 第 二 章 $2.4 中 所 叙述 的 变 分 理论 都 可 以 用 Sobolev 
空间 的 术语 来 描绘 。 记 


1 = ( У |, | D=ol'az) | 
Jolma = (221 рима), 


Friedrichs 不 等 式 (2.4.14) 可 以 写成 : 存在 常数 ССО) 使 得 
lvloo S CCO) oluo, Vo e HiO). (3.3.12) 
下 面 我 们 举例 说 明 Sobolev 空间 理论 的 应 用 , 
; | 1 А ` = ` Ән ðr 
例 3.3.1 ў H = U = HYC(0),a(u о) |, (> 0 о. 
ань x, fv) = |, fvdx, a€ СОО), a >0, fE LCA). 
可 以 验证 a(*,*) 是 对 称 双 线性 的 连续 泛 函 ,事实 上 
lG < У) |E] E 
< maxil,max]| а(х) || ull alelo» 
其 中 |+ loo 表示 ТСО) 的 范 数 ,从 而 ao) 是 连续 的 。 又 由 
于 对 所 有 ç € H'(Q), 
alv, > |, >) (22 } dx = lv 10 


i=] 


+ max|ale)i|#lsolvle o 
0, 2 хє0 


K Friedrichs 不 等 式 , 所 以 el(w,z) 在 НСО) 上 是 正定 的 。 对 
所 有 e€ H'(Q3, 有 


Се) | < ll. lele Я.о, 
因此 由 定理 3.3.1， 存 在 唯一 泛 函 кено) 使 空间 HXO) 
上 的 泛 函 
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Ñ 


(ооу да, ' 
Ҳг) = yh GE) + av} dx P fvdx (3.3.12. 
取 最 小 值 ， 由 定理 3.32, 它 对 Vo € HiCO》 满 足 变 分 方程 
|„ |2] ® 2 
о UT Өх, Өх, 
利用 分 部 积分 法 可 以 证 明 它 相当 于 求 uE НО) 在 弱 形 式 意义 下 
满足 方程 


+ ане} dx = | fedx, (3.3.14) 
о 


—Ar + aa = f, ЖОЙ. (3.3.15) 
由 (3.2.12) 可 知 ， 空 间 НОО) 的 函数 在 边界 да EAF, Ak 
(2.3.15) 相 当 于 下 述 齐 次 Dirichlet 问题 
站 在 0 内 ， (3.3.16) 
ulao = 0, 
严格 地 说 ,(2.3.16) 的 解 要 求 在 0Q 内 两 次 连续 可 微 ,(2.3.15) 的 解 只 
是 属于 Hi.Q9)， 由 定理 3.3.1 可 知 (2.3.15) 解 的 存在 性 。 虽然 
《2.3.15) 的 解 未 必 是 (2.3.16) 的 解 ， 但 是 可 以 证 明 ， 如 果 f 充分 光 
衫 , 可 以 证 明 (2.3.15) 的 解 也 是 (2.3.16) 的 解 。 


、 a ĝu Ov 
3.3.2 ik H =U = нду, аи, -|,( ӧи Ov 
例 设 (9), аби, v) ñ > де, ду, 


+ auv )dz, К) | az + l gods, a € C(Q), жа L a> 
a> 0, }є1(0), z€ L2:(Ə 9). 

由 于 对 任意 s€ H'(Q), alw) = тіп{1,а,} |01,0, ЉТ 
ZA alu) 在 H) 上 是 正定 的 。 由 不 等 式 (3.2.11) K Sch- 
warz 不 等 式 可 知 


|| „| < alanool elineo, 


< СОО) кәд›Ї ello, 
因此 存在 唯一 函数 x € H'( Q) 使 泛 函 


Ҳо) == (050) + a) dx 


іж] 
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Би RZ — |, gds. | (3.3.17) 
在 НКО) 上 取 最 小 ,或 者 等 价 地 使 


— ди Ov 
LÈ Әх, Әх, + auv} dx 


= | vaz + | gods, Vv € HCO), (3.3.183 
利用 分 部 积分 法 可 以 证 明 它 相当 于 求 “ 满足 
Ver € HQ), | (— Au 十 au)vdx 


= a(u,s) 一 |,, gvds, 


总 之 它 相 当 于 求 єн) 在 弱 意 义 下 满足 
Ан 十 au = Í, 


Ve € H'(Q), |, (— Ан + ar)vdx = a(u,s) 一 | guds, 
во 


(3.3.19) 
(3.3.19) 的 第 二 个 等 式 相当 于 边界 条 件 。， 如 果 uera), Н 
Green 公式 可 以 证 明 
Ou 


alu,v) = |. (一 Az + au)edzr + BE дн“ 
n 


mx | ez + |,, gvds, 任意 s€ H'(Q), 


| (3.3.20) 
综合 (3.3.19 ) 与 (3.3.20) 可 得 
ИС иа |,, gods, Vv € H'(O), (3.3.21) 


由 此 可 以 推出 在 д0 上 зи 一 &， 显 然 相 应 的 边 值 问题 为 
— Аи + au = f, ЖОМ, 


би) 一 (3.3.22) 
Әп 


x g= 0 CUERE —Ax + ан = f 的 非 齐 次 Neumanna 问 
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д 


题 , 若 g= 0， 则 出 作 这 个 方 是 的 齐 次 Neumann 问题 . 
{5345 W H= U = {vE H0), v=0 在 д0, Fi, 


TES Ĉu Cv } 
б, О, ÊE 29 + aude, (3323) 
С и) = ДЕ m i Өх; Өх > 


Hv) 一 IL ойх + j. 8015, 


Q 
其 中 д0 = dQ UAN, 80 NA: = p, p 2%, aj Є ССО), 
1<;, < n,a 8 C(Q), a> 0,feé L CO), g€ L’(3Q). 
2220, ë VOUS <z), 在 8 上 ,有 


>), иу 2 8 > А (3.3.24) 


БЕЗ! 


为 了 证 明 双 线性 泛 冰 alue) 的 正定 性 我们 先 证 明 下 述 的 
ETE, 

定理 3.3.4 设 0 是 x 维 Euclid 空间 E” 中 的 连通 有 界 I 
子 集 , 则 由 (3.3.23) 定 义 的 空间 五 是 шоо) 的 闵 子 空间 。 若 да, 
的 测度 不 为 零 ， 则 互 上 的 半 范 数 | |„ 与 范 数目 * l. 等 价 ， 

证 明 设 {vi} 是 空间 互 中 收 伍 于 v E HO) 的 函数 序列 ， 
由 不 等 式 (3.2.11) HA, vi 的 边 值 按 LOA) 的 范 数 收 Sk T 
e 的 边 值 。 再 由 于 v4|69, 一 0， 因此 ?在 90， 上 几乎 处 处 等 于 、 
零 , 从 而 "6 了 , 亦 即 总 是 H'(Q) 的 闭 子 空间 . 

其 次 我 们 将 证 明 | • [о 是 空间 乓 的 范 数 。 设 " 是 空间 了 中 
满足 lel 一 0 的 函数 ,我 们 要 证 明 v 一 0。 事 实 上 由 |vl1,o = 
0 以 及 @ 是 连通 集 可 得 , "必定 是 个 常数 ,从 而 "的 边 值 也 是 一 个 
Ж. 由 于 vleo, 一 0， 从 而" 在 8 上 恒 等 于 零 ， 亦 即 |+ |, 
是 个 范 数 。 

现在 我 们 证 明 范 数 | ' о 与 上 ho 是 等 价 范 数 。 

所 谓 这 两 个 范 数 等 价 就 是 存在 与 „ЄН 无 关 的 常数 C, 和 
Cas 使 对 任意 v EH 恒 有 

Citrino < [#|„о S Сө], (3.3.25) 
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由 于 11. 亏 上 vli.o， 第 一 个 不 等 式 显然 成 立 ， 因 此 内需 证 明 第 
二 个 不 等 式 成 立 。 如 果 这 个 不 等 式 不 成 立 , 则 对 任意 大 的 С; (Я 
如 取 C; HERR А ) 都 有 vi EH 使 |0,11, С> Ке. о AMEE 
序列 {vi} 使 vEH, vi,o= t, lim| vleo = 0。 这 只 要 注意 


М: < 1 
[or I 1.0 Á , 


HR- ii, T, 当 作 о. 就 可 以 了 ， 由 Rellich AEM 3.2.6 可 知 ， 
H'(G) 中 的 任意 有 界 序列 包含 一 个 在 L(A) 中 收敛 的 子 序列 ,从 


而 存在 五 中 的 序列 (eY E {о} 在 LO) 中 收敛, 且 lim|vih.o 
一 0， 因此 {ж} 是 二 中 的 基本 序列 ,再 由 互 的 完备 性 可 知 , 存 在 


vEH 使 {v1} 按 范 数 | ea We SR F e. 由 于 Isla = 
йш} vio 一 0, 从 而 “一 0, 这 与 对 任意 ,xi.o 一 1 矛盾， 因 
此 不 等 式 (3.2.5) 成 立 , IE | l5 1 路 ,。 是 等 价 范 数 , 定 
ЖЕФ, 

由 (3.3.24) 可 知 , 对 任意 ee НСО), а(о,р) 22 p| ella, 再 由 
本 定理 可 知 双 线性 形式 

а(и,0) 一 |12 аң w e + а dx (3.3.26) 

是 正定 的 。 

由 Lax-Milgram 定理 (定理 3.3.3) 可 知 , 存 在 唯一 的 函数 wk 
H 满足 变 分 方程 


i j= Әх, Өх 
= | ах + | gvds, Vv € H. (3.3.27) 
о ao, 
H Green 公式 
| u и dr = j uv cos (з , x; )d$ 
g дух, 89 
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一 | v ди dz, (3.3.28) 
о д 


х; 


可 以 得 到 另外 一 个 Green 公式 


ы ди Ov | ч дм 
ji 一 - 一 一 dx = app — cos (n ,x;)ds 
Í, > ij Өх; Әх; ag > ; Өх; Si 


_ |: s 3 (a; 2) vdr, (3.3.29) 


{дез Ox; > 
其 中 uea), >€ HCO), а; 是 充分 光滑 的 函数 ,使 函数 
or 2 属于 空间 ff(2). 利 用 (3.3.29), 我 们 有 下 述 可 解 的 边 值 问题 


一 > 9. („29 + ан = }, 在 8 内 ， 
ij=l дхү Ó Өх; 


(3.3.30) 


ulao, = 0,57 а, ди cos (n, x)| во, = £, 
ij=l Әх; 
当 g 一 0 时 上 式 称 为 齐 次 混合 问题 ,g =< 0 时 叫 作 非 齐 次 混合 边 值 
问题 .条 件 (3.3.24) 就 是 本 园 条 件 , 算 子 u> У) а, SE соз (aa) 


间作 与 算 子 u D È (a, д) + oz 相关 的 法 向 导数 算 


i Dxi、 дх; 
+, # 00 一 90, 或 90—90, 我 们 就 得 到 Dirichlet 问题 或 
Neumann 问题 ， 在 第 二 种 情形 为 了 得 到 存在 性 需要 假定 在 9 上 
a > a, 2 0, 
例 3.3.4 弹性 力学 问题 ， 设 4 是 三 维 Euclid 空间 的 有 界 连 
通 开 子 集 ,边界 充分 光滑 。 定 义 空间 
Н = {v = (ооу) € (H1( QD); 
vilan = 0,1 <; < 3). (3.3.31) 
对 空间 互 赋 以 乘积 范 数 


v == (vis V2903) > lelle = (> 1)" ° 
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对 任意 t = (01502503) € сно)», 令 
ealo) = slo) = L (g + 29) 1<ij <s, 


(3.3.32) 
обе) == оз (0) = А (> (0) 8; + 2и, (0), 
kt 


їс, <3, (3.3.33) 
其 中 5; 是 Kronecker 符号 ， BH ôn = 1, 8;= 0 G >< >, 
1 0, => 0 是 弹性 常数 .定义 双 线 性 形式 


co) 一 | D) оиб) 


ij=l 


3 
= | fa div u div v + 24 > TORO) dx, (3.3.34) 
9 з=] 


及 线性 形式 


Ќе) = КЕ ойх + | g» ods 


laa, 
3 3 
一 | У) fividx + | У) grids, (3.3.35) 
° i=l 89, i=l 


其 中 f= ohsh) e OY, g= (аә, а) E (L'(09)) E 
AERAR, 00 = 00 UIA. 

显然 这 些 线 性 形式 和 双 线 性 形式 在 H 上 是 连续 的 。 为 了 证 明 
双 线 性 形式 的 正定 性 ,需要 Korn 不 等 式 ( 参 见 第 二 章 52.4), 即 存 
在 常数 С(0) 使 对 任意 v= (e.o (n) € (H'(Q)y EA 


М.о < соо) (7160) 6 + Б 1ш). 
| (3.3.36) 
由 此 可 知 , 当 ө, 非 空 时 ,|v| = (3 1а) 与 he 
是 等 价 范 数 ， 由 (3.3.34)，a(2z) > ulol’, 因此 olw,v) 是 正 
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定 的 双 一 次 形式 . | 
由 此 可 知 ,存在 唯一 的 函数 w H EZA 


ҳо) = + | {2divey + 2, > O dz 


— (|! ‚ іх + |... g 。 vds) (3.3.37) 
取 极 小 。 等 价 地 有 


| > с; (и)е (о )йх = | • ydx + | g» vds, Vv € H. 
ü (3.3.38) 
当然 (3.3.38) 也 可 以 写成 偏 微分 方程 形式 . 
由 Green 公式 (3.3.28) 可 知 ， 对 任意 #є(Ҥ(дуу 及 
ç € (H'(Q))° EE 
|, >; с Си): Со) = | х(- s 98 vidx 


Т! i=1 1=1 x; 


+ | > (> сиби) cos (ляу) vids, (3.3.39) 
和 前 面 的 例子 一 样 ,我 们 得 到 形式 可 解 的 方程 
— > доби) 一 上，1<i 二 3. (3.3.40) 
#=1 дх; 
将 这 些 方程 写成 向 量 形式 就 是 
一 pAa — (А + ш)ртаййіун = f, КО], 
其 中 用 到 (3.3.33)。 利用 (3.3.40) 及 vlaa = 0, (3.3.38) 可 以 写 


| > (>: o;i( u) cos (з =) vids 


3 
- | У) gvids, xo € H, 


әд, £=1 
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УИА, РГ ОАА [Н 
— Аи — (2 + pgrad divu = f, 在 8 内 ， 


ulao, = 0, 


; (3.3.41) 
5 g;(#)cos(n,z;i)l|ao, = gi 1<i=<3 
的 形式 可 解 性 ,也 就 是 线性 弹性 边 值 间 题 的 可 解 性 ， 
例 3.3.5 薄板 弯曲 问题 
令 
Н 一 HQ), 
alu,v) = |, AuAvdxr, (3.3.42) 


fo) 一 |, ойх, f € LO). 


由 于 1401, 是 НСО) 的 范 数 (参看 第 二 章 52.4)。 可 以 证 明 双 
线性 形式 elur) Æ НКО) 上 是 正定 的 ， 因 此 存在 唯一 的 函数 
ue HQ) EZA 


о) = 1 [дога 一 б ах (3.3.43) 


在 НКО) 上 取 极 小 。 或 者 等 价 地 ， 对 vo € HX) 满足 变 分 方 
程 


( AuAvdx == | fodx。 (3.3.44) 
0 9 
应 用 Green 公式 | 


| AuAvdx = | vA’udx 一 | дА 4; 
а o ao On 


+ | Au до а, 
әд дп 


| AuAvdz = | Awdz— | дДи 4; 
0 Ja {әд 
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+ | Ан ðe ау, 
aa Ən 


从 而 我 们 得 到 重 调和 方程 齐 次 Dirichlet 问题 


Au = f, 
3.3.45 
Моо = 2 | = 0 ( ) 
On ög 


的 形式 可 解 性 , 

所 有 这 些 例子 我 们 在 第 二 章 $2.4 中 都 讨论 过 ,这 里 用 Sobolev 
空间 的 概念 又 重 述 了 一 遍 ，Sobolev 空间 理论 为 处 理 这 些 问题 给 
出 一 个 统一 的 框架 ， 处 理 问题 简洁 .明快 ， 有 着 明显 的 几何 意义 ， 
Sobolev 空间 理论 不 仅 是 证 明 存在 唯一 性 的 强 有 力 的 工具 ， 也 是 
研究 数值 求解 的 重要 工具 ， 以 后 几 章 我 们 将 详细 讨论 这 个 问题 ， 
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第 四 章 “ 有 限 元 理论 发 展 简介 
541 Riz 法 与 分 片 多 项 式 


在 第 二 章 中 我 们 讨论 过 Ritz 法 的 收敛 性 ,并 且 证 明 解 广泛 的 
一 类 边 值 问 题 的 Ritz 法 是 收敛 的 ， 但 在 实际 使 用 Ritz 法 时 , 需 
要 选择 合适 的 坐标 函数 。 对 一 般 区 域 和 一 般 边 界 条 件 选 择 合适 的 
坐标 函数 是 困难 的 ,特别 地 ,有 时 选择 坐标 函数 的 前 几 项 效果 很 好 
但 当 项 数 增加 时 ,数值 结果 产生 波动 ,出 现 稳定 性 问题 。 具 有 光荣 
历史 的 Ritz 法 面临 衰落 的 危险 ， 因 此 需要 研究 如 何 更 好 的 选择 
坐标 函数 ,使 Ritz 法 获得 新 的 生命 力 . | 
在 变 分 方法 发 展 的 同时 ， 差 分 方法 也 有 了 长 足 的 进展 . 
Göttingen 学 派 的 Courant, Friedrichs 和 Lewy 对 差分 方法 的 
发 展 也 作 了 重要 的 贡献 .在 用 差分 方法 求解 椭圆 边 值 问题 时 ,Sou- 
thwell 发 展 了 车 名 的 松弛 法 。 在 用 松弛 法 求解 的 过 程 中 ， 解 具有 
很 好 的 稳定 性 ,对 任意 给 定 的 初 值 , 解 总 是 收敛 的 ， 甚 至 计算 过 程 
发 生 错 误 也 不 影响 解 的 收敛 性 。 同 是 解 椭圆 边 值 问题 ， 差 分 方法 
具有 如 此 好 的 稳定 性 ,我 们 自然 希望 从 差分 方法 中 吸取 一 些 思想 ， 
将 差分 方法 和 变 分 方法 结合 起 来 ， 众 所 周知， 差分 方法 将 区 域 剖 
分 成 矩形 或 正方 形 网 格 ,把 解 在 网 格 顶点 上 的 函数 值 当 作 未 知 数 ， 
由 于 短 形 可 以 分 成 两 个 三 角形 ,三 角形 网 格 更 适合 通 近 曲线 边界 ， 
因此 我 们 将 区 域 剖 分 成 许多 三 角形 ， 利 用 函数 在 各 三 角形 顶点 的 
函数 值 在 每 个 三 角形 上 播 出 一 个 函数 ， 试 图 用 这 样 的 方法 构造 坐 
ЖЖЖ, 

首先 我 们 要 指出 ,对 坐标 函数 光滑 性 的 要 求 可 以 进一步 降低 .。 
以 Poisson JEF Dirichlet 问题 
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f 在 8 内， (4.1.1) 
ulag = 0 

为 例 ， 问 题 的 解 # 必须 在 2 内 两 次 连续 可 微 , 在 8 上 连续 。 与 
(4.1.1) 等 价 的 变 分 问题 是 求 xe H (G) 使 


JGD) = |, (и + и)49д — 2 |. fu d Q (4.1.2) 


取 极 小 。 注 意 为 使 JO 有 意义 只 需 x 在 9 内 一 次 连续 可 微 ， 在 
旭 上 连续 ,这 样 对 坐标 函数 光滑 性 的 要 求 就 可 以 降低 ， 下 面 指出 ， 
我 们 可 以 进一步 降低 对 坐标 函数 光滑 性 的 要 求 。 事 实 上 若 我 们 将 
и, 与 wy 理解 成 Sobolev 意义 下 的 广义 导数 , 则 (4.1.2) 仍 有 意义 ， 
并 且 由 (3.2.11) 知 ，w|ag 也 有 意义 。 因 此 为 了 求 (4.1.1) 的 弱 解 只 
需 假设 we PC2)， 下 面 我 们 研究 构造 БСО) 中 函数 的 方法 。 


图 4.1.1 


考虑 正方 形 ABCD (图 4.1.1) , 设 
Pa ñ ш рє ABD, 
h, 当 Pe pCD, 
并 且 假 定 f #F353É ABCD 上 连续 ,我 们 将 证 明 f 具有 Sobolev 
意义 下 的 -从 导数 .事实 上 , 若 及 和 所 是 充分 光滑 的 函数 , 今 
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ðh pe ABD, 
Bf ` Or 
DY ðh 
92» РЄ ВСР, 
x 
用 0 表示 正方 形 ABCD,9, 表示 ЛАВР, О, 表示 ABCD, 
Vp € C37 (0), 有 
| д pdo = | 3h. pda + | Of ао 
9, Or 8 


0Dx 9, DY 


j fipcos (т,х)ағ 一 | һ- dQ 
әд, 2, x 
+ | Pg cos (n,,x)ds 一 | h 9 da 
до, о, х. 


= | Һф cos (mayx)d5 + | fup cos (n, z) ds 
lao, lao, 
— | j Op dâ, 
о Ox 


其 中 n E О, 的 外 法 线 , m 是 Q, 的 外 法 线 。 注意 


ык Бл КЬ 
до, АВ ¿BD ` JDA? ао, 2 ВС ср рв 


在 BD E n 与 ;方向 相反 ， cos (m, z) = — cos(mx), HT 
1 连续 ,在 BD 上 = h, 因此 


| ficos Cm, x)ds 一 一 | facos (n, x)ds, 
вр JBD 
从 而 
9] оао = — Í 89 
|, гу pdQ |, Їрсоѕ (п,х)а: |, Í x da, 
由 于 pECTCA), plao = 0, 从 而 
ðf шо {| :op - 
| Epia = – | 122 ao, vpe cro), 


由 (3.2.6) 可 知 ， 5 是 f(x) 的 一 价 弱 导数 ,也 就 是 Sobolev Ж 
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Sr 


义 下 的 一 阶 广义 导数 ,从 而 f e 到 (9)。 这 个 证 明 可 以 推广 到 更 一 
般 的 情况 ， 亦 即 有 

定理 4.1.1 若 f 在 Q 上 分 片 一 次 连续 可 微 ，f 在 上 连续 ， 
则 fe C0)， 若 进一步 假定 月 se = 0, 则 fe НКО), 

定理 4.1.2 若 /在 9 上 分 片 两 次 连续 可 微 ,在 5 上 一 次 连续 
可 微 , 则 fe 下 (9)。 若 进一步 假定 Льо 一 о. „T0 Ж! 
но). 

利用 这 两 个 定理 ,在 构造 HCO) 中 的 函数 时 , 不 必要 求 函 数 
在 整个 区 域 上 一 次 连续 可 向 ， 只 要 假定 函数 在 整个 区 域 上 连 
续 , 分 片 一 次 连续 可 微 就 可 以 了 。 如 前 面 所 述 ,将 9 分 成 许多 三 角 
形 ,为 使 函数 属于 H0) 只 要 函数 在 每 个 三 角形 内 可 微 , 在 整个 
域 上 连续 。 如 果 在 每 个 三 角形 内 取 函 数 为 一 次 函数 ， 由 于 在 二 维 
情形 一 次 函数 ах 十 by + c 共 含有 三 个 参数 ,那么 函数 可 以 由 在 
三 角形 三 个 顶点 的 函数 值 唯一 确定 。 分 片 一 次 函数 显然 是 分 片 连 
续 可 微 的 。 下 面 研究 如 何 选 择 参数 使 函数 在 三 角形 的 分 界线 上 连 
续 。 设 给 定 的 两 个 三 角形 如 图 4.1.2 所 示 , mA и, ЭШЕ ИЛЕ 
三 角形 1 和 三 角形 Ú 上 的 线性 函数 ,如 前 所 述 刀 由 在 和 AACD 
的 三 个 顶点 上 的 函数 值 (A), mD) 和 mC) Ше, m H u 
在 АВС 的 三 个 顶点 的 函数 值 CA), mw(B) ЯС) 决定 . 
由 于 m 和 ш 在 公共 边 AC 上 都 是 一 维 线性 函数 ， 一 维 线性 函 
数 只 含有 两 个 参数 ,因此 只 要 n(A) = mA), (С) = mC), u 
和 a 就 在 АС 边 上 恒 等 , 令 

„= [e ы Pe SACD, 
th, %4 РЄ /ХАВС, | 
并 且 使 а(Лу= aCA) (С) = а(С), и іи ABCD 
上 连续 ,并 且 分 片 可 微 , 将 9 取 作 四 边 形 ABCD, 显然 x€ ICO). 
当 9 为 多 边 形 时 ,可 以 用 类 似 的 方法 构造 HCO) 中 的 函数 。 只 要 
将 д0 上 的 顶点 的 函数 值 取 作 零 ,由 (3.2.12) 可 知 , u €H). H 
上 面 的 叙述 可 知 , = 的 构造 可 以 逐 片 进行 ,每 一 片上 的 函数 由 三 角 
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4.1.2 图 4.1.3 


形 三 个 顶点 上 的 函数 值 决定 ,这 样 构 造 出 的 三 角形 ( 即 给 定 三 角形 
的 几何 形状 及 遂 数 在 三 角形 三 个 顶点 上 的 函数 值 》 书 作 Courant 
三 角形 ， 它 是 最 早 构 造 出 来 的 有 限 元 模型 ，Courant 三 角形 用 图 
4.1.3 表示 ， 其 中 urnan 表示 在 三 角形 三 个 顶点 的 函数 值 。 Ж 
Courant 提出 原始 的 有 限 元 模型 〈1943) 之 后 ，Prager 与 Synge 
《1947) 也 提出 了 类 似 的 想法 ,当时 由 于 计算 量 过 大 ， 未 能 得 到 推 
广 ,但 就 在 这 个 时 候 ,新 的 强 有 力 的 计算 工具 诞生 了 ， 

第 二 章 中 讲 过 ，Neumann 为 了 研究 量子 力学 的 数学 基础 , 提 
出 研究 Hilbert 空间 的 公理 化 方法 , 接着 他 创立 了 Hilbert 空间 
中 算 子 的 谱 分 解 理 论 和 Neumann 代数 ， 以 这 些 工作 为 基础 ， 建 
立 了 量子 力学 的 数学 理论 。 Neumann 不 仅 在 世 时 是 当时 应 用 数 
学 界 的 领袖 人 物 ， 而 且 也 是 古往今来 最 伟大 的 应 用 数学 家 之 一 。 
著名 的 法 国 数学 家 Dieudonee 认为 ， 如 果 说 在 纯粹 数学 领域 中 ， 
Neumann 没有 在 数论 和 拓扑 上 作出 卓越 的 贡献 ， 那 么 他 在 应 用 
数学 方面 的 成 就 完全 可 以 和 Gauss 与 Cauchy HARR. 

尽管 以 Göttingen 学 派 为 代表 的 数学 家 和 以 Sobolev 与 
Mikhlin 为 代表 的 苏联 数学 家 已 为 有 限 元 的 数学 理论 作 好 了 备 
HTE, U Neuman 为 代表 的 数学 家 参加 了 电子 计算 机 的 设 
计 和 制造 ,发 展 有 限 元 方法 的 条 件 已 经 完全 具备 ,但 有 限 元 方法 下 
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一 阶段 的 发 展 不 是 由 数学 家 完成 的 ， 而 是 由 工程 师 们 完成 的 。50 
年 代 初 ， 在 英国 和 德国 ，Argyris 和 他 的 合作 者 发 表 了 一 系 列 X: 
于 有 限 元 的 文章 ， Martin 和 Clough 在 德国 和 美国 也 作 了 不 少 
工作 。 结 构 工 程 师 们 作 了 大 量 的 工作 ,当时 并 未 认识 到 它 和 Ritz 
法 的 关系 ,方法 也 不 叫 有 限 元 ,而 是 叫 直接 刚度 法 。 直 到 60 年 代 
初 , 才 把 这 种 方法 叫 作 有 限 元 方法 ,并 且 认识 到 ， 它 实际 上 就 是 把 
坐标 函数 取 成 分 片 多 项 式 的 Ritz 法 ， 因 此 有 限 元 方法 可 以 简单 
地 概括 为 Ritz 法 加 分 片 多 项 式 。 

从 60 ERF R RRK, Varga 等 数学 家 开始 从 数学 
方面 研究 有 限 元 方法 ,以 后 这 方面 的 研究 越 来 越 多 .本 章 将 就 其 中 
部 分 结果 作 一 些 简单 通俗 的 介绍 ,详细 的 讨论 见 本 书 的 后 四 章 .由 

于 篇 幅 所 限 ,还 有 许多 重要 的 工作 根本 没有 提 到 ,有 兴趣 的 读者 可 
”以 参看 本 书记 列 的 参考 文献 或 其 它 文 献 . 
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在 第 二 章 $2.4 与 第 三 章 $3.3 中 已 经 指出 ,弹性 力学 中 的 许多 
问题 化 为 下 述 极 小 化 问题 : R uev 使 

Ju) 一 infy си), (42.1) 
这 里 了 是 某 一 适当 的 Sobolev 空间 。 所 谓 协调 元 方法 就 是 构造 
Sobolev 空间 7 的 有 限 维 子 空间 V ,, 将 求解 (4.2.1) 的 问题 化 为 求 
近似 解 me V, 使 


JGu,) = M 100). (4.2.2) 
也 可 以 等 价 地 表述 成 求解 问题 
Vy € V,a(u, v) = К) (4.2.3) 


的 协调 元 方法 是 构造 了 的 有 了 眼 维 子 空间 V ,将 求解 问题 (4.2.3) 化 
为 求 近似 解 me V, 使 得 

Vvs EV, aluss) = fv). (4.2.4) 
像 第 三 章 63.3 — , 假设 а С, ) 是 VV 上 对 称 正定 的 双 一 次 形 
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式 , 这 个 问题 的 解 存 在 且 唯 一 ,问题 是 估计 误差 jw -- uyl. 
定理 4.2.1 (Сва 1964) 在 定理 3.3.3 的 假设 下 , 存在 不 依赖 
于 空间 V, 的 常数 C ,使 
[и 一 ul < C inf [# — vf, (4.2.5) 


证 明 令 wEV, 是 V, 中 的 任意 元 素 , 由 (4.2.3) 和 (4.2.4) 
以 及 V, 是 了 的 子 空间 可 知 alu 一 uw) = 0. HF 
а(и— иьин uy) = alu — uy, u — u, + p, — ts) 
= a(u — иһ,и— б) + аби — ruky — ФУ), 
ur — VEV ys 
FELL alu 一 ursu — va) = 0, М а(и — upu — uy) = a(u— 
ии yi) HT Cst) 是 连续 正定 的 双 一 次 形式 ,因此 
Cilu — u |Ë < alu — к„,н — ux) 
= а(и — upu — t) < Mila — uiiu — vals 


于 是 


lu — ml S= lu — sll, 


o | 


定理 得 证 . 
(4.2.5) 表明 误差 ja 一 wj 的 估计 可 以 归结 为 逼近 性 问题 , 亦 
即 只 需 计算 函数 we V 与 子 空间 VCV 之 间 的 距离 。 假 设 区 域 
9 被 剖 分 成 许多 小 单元 Oh 是 单元 O, 的 直径 , 亦 即 
h= sup (92), (4.2.6) 


其 中 p(x,y) 表示 x 和 ?之 间 的 距离 . 若 存在 常数 C(u) 使 p(n， 
VASCO, e 是 某 个 常数 , 则 有 
lu — ul < Суд, 
ВЕИТ, яр а Пи 一 x, = ОСА), 
《4.2.5) 是 基本 误差 估计 。 由 于 有 限 元 方法 是 Ritz Ау 
多 项 式 ， 通 常 的 方法 是 在 每 个 单元 上 用 给 定 参 数 插值 得 到 一 个 多 
项 式 作为 坐标 函数 ,例如 Courant 三 角形 就 是 用 三 角形 三 顶点 的 
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函数 值 插值 得 到 一 个 一 次 多 项 式 ， 一 般 地 , 设 ni 表示 经 插值 得 
到 的 函数 ,由 于 Hue V, WIA lz 一 Mul > ‚да, [и 0,1, 
因此 

le — а < Chu — Iul. (4.2.7) 
这 样 对 jw 一 al 的 估计 就 归结 为 用 Sobolev 空间 了 的 子 空间 
V, 上 的 插值 员 数 了 sw EE u 的 精度 的 间 题 .一 般 地 说 ,用 《次 多 
项 式 台 近 一 个 函数 ,精度 是 MY! 量 级 ,导数 到 近 精 度 要 降 一 阶 . 假 
设 Hsw 是 不 次 多 项 式 , 有 逼近 精度 为 kt 量 级 。 假如 遥 近 范 数 取 
Sobolev 空间 НСО) 的 范 数 ， 由 于 HO) HHE др: 
FRI” ERAEN ,精度 应 该 降 产 阶 ,因此 我 们 猜想 应 该 存在 常 
数 C 使 

ju — Hull, < САК", (4.2) 
这 只 是 一 个 狂想, 有待 于 证 明 , 氢 述 也 应 该 精确 化 ,下面 我 们 将 逐 
步 证 明 这 个 猜想 。 

在 第 二 章 62.4 和 第 三 章 43.2 都 着 重 讨论 了 在 什么 条 ËF 下 
Г 与 Гао 是 等 价 范 数 ,例如 不 等 式 (2.4.28)， 下 面 用 另 一 
种 方法 若 呀 这 个 问题 ,由 于 lulo 不 是 范 数 ,由 (но = 0 只 能 
推出 是 次 数 不 超 过 有 的 多 项 式 ， 不 能 推出 x 三 0， 因此 首先 楼 
考虑 如 何 将 [ао 变 成 范 数 。 如 果 我 们 将 所 有 彼此 相差 为 次 数 
不 超过 & 的 多 项 式 的 记 有 函数 都 当 作 一 个 函数 ， 这 时 次 数 不 超 过 
有 的 多 项 式 就 可 以 当 作 零 。 把 所 有 与 o 相差 为 次 数 不 超 过 的 多 
项 式 的 所 有 函数 都 记 为 5, 亦 即 

д = {w ЄН (0); ш — v € P, (935, (4.2.9) 
所 有 о 的 集合 构成 一 个 线 注 空间 ИЖЕ Инн] Е НЕС О) 
对 P ,(Q) 的 商 空间 , 记 以 НА СО)/Р,(О), 

下 面 对 商 空间 引进 范 数 。 注意 对 零 元 素 0, 不 仅 包含 0， 也 
包含 所 有 次 数 不 超 过 《的 多 项 式 ,为 了 保证 0 的 范 数 仍然 是 零 ,我 
们 定义 


(elirwo = inf ç + РЇ а» 64.2.9у, 
p€ P CO 
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这 样 我 们 可 以 证 明 121, а.о 与 lalio 是 等 价 范 数 。 
定理 4.2.2 存在 仅 依 赖 区 域 8 的 常数 cla), EA 
inf lo + Р, о ССО) [о |, ои € Htti( Q), 


pEPKO) 
(4.2.10) 

并 且 有 
а, о < СС0) [91,02 € Hti(O3/p,( O), (4.2.11) 


证 明 设 六 是 次 数 不 超 过 А 的 多 项 式 空 间 的 维 数 ,fi(l < 
< №) 是 P, ORARE С Р, 上 线性 泛 函 构成 的 空间 ) 的 一 
组 基 ,利用 Hahn-Banach 定理 (定理 2.2.8) 可 以 将 f 扩张 到 整个 
Нео) 上 , 仍 将 这 些 泛 函 记 为 六 ,1 委 ;i 委 N， 使 得 Һ(р) = 0, 
1<i=<WN, УрєЄР,, HHRH p 一 0， 事 实 上 可 令 fi(p) 等 于 
多 项 式 了 的 第 i 个 系数 ,每 个 多 项 式 可 以 由 它 的 系数 a1, -- ,aw 
完全 决定 ， 令 ҺО) 一 a,1<i< N, PA (р) = 0(1 < : < 
NN)， 当 且 仅 当 ?一 0。 对 任意 的 v EHtt(98)， 取 єр, 使 
fi(v + q)= 0, M f(e)= 一 (9) ,i 一 1,…, N. 将 9 的 第 : 
个 系数 取 作 一 fi(v)， 这 时 q 的 系数 为 《一 和 Cv)，……, 一 fy(v))， 
从 而 了 被 唯一 确定 ,于 是 

16 |1, == inf le + РЇ. < le + 41+» 


用 与 证 明 不 等 式 (2 4.287 相 辣 的 方法 可 以 证 明 存 在 常数 C(0) 使 
о + glin 09) (lo + alin + БИМ!) 
注意 |v + qli = lø lrs Пе = да le + allit» 于 是 


1211, C(O) srs 
定理 得 证 ， 
前 面 说 过 ,有 限 元 法 将 区 域 2 分 成 许多 小 单元 О, ДЕ O, 上 取 
k 次 多 项 式 为 坐标 函数 , 当 Q, 的 直径 一 0 时 ,即使 为 固定 的 ， 
正 整 数 (例如 对 Courant 三 角形 《一 1)， 也 可 以 逼近 任意 函数 。 
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为 了 考虑 |a 一 ||, А 0 ААХЕН ЗЭУ lalao, 34 
8 一 0 时 的 变化 情况 ， 在 实用 中 常常 把 0, ВИЕ Е, > í WF 
TA h— 0 BF, Ha], o, 的 变化 情况 , Ciarlet 利用 了 仿 射 变换 的 
技巧 。 设 


bs h 
В ~ bae eb „b= b; ， 
bsl ... b,, b, 


若 detB 关 0， 则 变换 

x= B£ + b (4.2.12) 
叫 作 仿 射 变换 。 仿 射 变换 变 三 角形 为 三 角形 。 当 有 限 元 部 分 逐渐 
加 细 有 时 ,三 角形 的 大 小 和 形状 都 不 断 变化 ,但 都 可 以 用 仿 射 变换 变 
成 标准 三 角形 。 若 Q, 的 几何 形状 相同 ,只 是 大 小 不 同 ,这样 的 三 
角形 可 以 通过 相似 变换 互 变 。 为 讨论 简单 ,假设 8 为 对 角形 和 矩阵， 
BE 


b, 0-0 
в=|% 55 ро, t2, 
0 0 6, 


当 b m be = b, Bf, (4.2.12) 就 是 相似 变换 .假设 区 域 ó 经 
变换 (4.2.12) 变 成 9 ,x 是 新 坐标 ， t, ІНФ, 由 于 ибх}, tety 


x) QG... 0 z = bit, 09 — 1 02 da= lde( BY 40, 
Ох, b; O$; 
则 有 
дн) l 
= ди ү jo 
но || D (2) a 


= | 0) ldet(a)140| 
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记 IBU = max {8;} BI = max {H} арро NBSB 
igi <= 1<;<n (b, 


者 是 范 数 ，1B| 一 sp， ,因此 


lulia < |B '|||der(B3|2212 1,2. 
类 似 地 可 以 证 明 
lâl o < IB] |de(B8 1711. 
这 两 个 不 等 式 对 任意 仿 射 变换 都 成 立 ， 只 是 把 ПВ 理解 为 |Bl 


一 ,ssp 中 四 .类 似 地 对 范 数 ulmo R Nle 有 


定理 42.3 设 0 和 6 如 前 面 所 述 , 若 函数 v EH"(Q), 20, 
一 orz ， 则 有 常数 C = C(m,n) 使 对 任意 we 
H"(Q),ó€ DCO) 有 

llm a < Ст, т) В|" аесСВ) [7101 o, (4.2.13) 
lvla о < ССт,п) Вв" [аессв) 2 [1а (4.2.14) 

证 明 可 以 参见 Ciarlet [50]р. 118 或 引 理 5.2.2。 

下 面 用 几何 量 来 表示 |B| 和 18-1. 用 diam(9) то 
的 直径 ,hh 二 diam(0),h = diam(Ó), 

e= sup{diam(5);5 是 包含 在 8 内 的 球 }， (4.2.15》 
ó = зир{Чат($);$ 是 包含 在 © 内 的 球 }， 
由 于 11B1 一 р, в, BE 5 的 定义 ,对 满足 上 引 一 ó 的 
向 量 E, AERA E, 260 使 9 一 2 一 8 (图 42.1). 由 于 
ВЕ = FQ) — Е(2),Е(7) є0,Е(2) e Q, 我们 有 |в <А, 其 
中 F(?) = B$ + b, 因此 


IBI < 


«і 


类 似 地 可 以 证 明 
IB '| < 


© |> 
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综合 上 述 得 到 下 述 的 定理 

定理 42.4 设 F: € E" — (Bç + b)6€ Е" 是 可 逆 的 仿 射 变 
换 , 则 有 

IB] < 2, Пв < 2. (4.2.16) 
ó p 

有 了 以 上 的 准备 ,我 们 就 可 以 证 明 犹 想 (4.2.8)， 插 值 算 子 将 
HO) 中 的 函数 "用 HO) 中 的 函数 来 替代 ,这 里 m < k+ 
1， 通 常 是 由 分 片 多 项 式 构成 。 车 用 * 次 多 项 式 作 插 值 函 数 ， 当 
v € P,(Ó), Во 是 《次 多 项 式 时 ，v 的 插值 函数 就 是 v 本 身 ， 用 
ñ 表示 插值 算 子 , 则 Vp EPC ,站 一 pp。 这 时 我 们 可 以 证 明 下 
述 的 定理 , 

定理 42.5 i ¿+ l> т.й Ж Неа) 到 H"(Q) 的 
插值 算 子 ,使 得 


Âp =f, Vp € P, CÓ), (4.2.17) 
对 2 一 F(0)， 其 中 F 如 (4.2.12) 所 示 , 定 义 
(Пор) = B, (4.2.18) 


其 中 дєн (д), ЕН (О), ДИ ЛЕК CC ,9), 使 得 对 任 
ж OQ = Е(0) 及 peH) 
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_ k+i 
|e — ovl mo < СОП, 95 “一 - [p| 《4.2.19) 
p 


其 中 庆 和 分 别 由 (4.2.6) 与 (4.2.15) 所 未。 
证 明 EMAU) 到 HA) 的 恒 等 算 子 , 显 然 1 一 
ñ 是 从 HOÓ) 到 Н"(0) 的 连续 算 子 , 记 算 子 1 一 让 的 范 数 
为 上 7 — Й ноз неоуз 显然 
|2 — й2|„о < (1 — Й | вк+05.н" 1, 
由 于 У єР.(0), йр = b, Ц 
0— йо = (1 — DC + фу, уг EHON) E V € P,(Ó)., 
从 而 
12— Do), SH Oo Dgonrtio,groyly + Pilars 
(4.2.20) 
由 于 (4 2.20) 对 任意 PEPR) 都 成 立 ,因此 
12 一 DO) „о < | 一 H |н дн”, inf, 10 十 Plite 


再 由 定理 4.2.2 就 有 

|0— Ñd |m < CCN, OG) Akra (4.2.21) 
由 (4.2.18) 可 知 

0— Й? = (w Ho), 
由 定理 4.2.3 可 知 
[о — Hov| mo < CIB |" |аеСву 0 — Йи! „в, 
(4.2.22) 

由 间 一 定理 


ШТ: < С|18 ||: | десСв) [|е |, (4.2.23) 
综合 (4.2.21),(4.2.22) 和 (4.2.23), 并 利用 不 等 式 [В| < hz 和 不 
SA |B < Jo CEH 4.2.3) 就 得 到 不 等 式 《4.2.19), 定理 得 
ЙЕ, 
注意 p 三 h, 假 设 存在 与 & 无 关 的 常数 C 使 得 所 有 单元 2 都 
有 
k < Co, (4.2.24) 
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则 不 等 式 (4.2.19) 可 以 写成 

[о 一 Tov! m.o < c (ñ „уне || о, 
这 就 是 不 等 式 (4.2.8) ,从 而 证 明了 我 们 的 猜想 。(4.2.24) 的 几何 意 
义 是 存在 一 个 角度 6， 使 得 当 # 一 0 时 ， 三 角形 的 各 内 和 角 都 大 于 
д. 
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用 协调 元 求解 二 阶 椭圆 辽 值 问题 效果 很 好 ， 但 用 来 求解 四 阶 
椭圆 边 值 问题 就 出 现 不 少 问 题 ， 例 如 求解 薄板 弯曲 问题 要 求 ue 
H9) (参见 $3.3 例 5)。 由 定理 4.1.1 和 定理 4.1.2, 构造 H0) 
中 的 函数 要 求 函 数 分 片 一 次 连续 可 微 并 在 整个 域 上 连续 ,构造 
H°(Q) 中 的 冰 数 则 需要 函数 分 片 两 次 连续 可 微 , 在 整个 域 上 一 次 
连续 可 徽 。 对 三 角形 章 分 ,为 了 使 分 片 多 项 式 在 交界 线 上 连续 ,只 
需 取 分 片 一 次 多 项 式 ， 即 用 函数 在 三 角形 三 个 顶点 处 的 函数 值 作 
参数 插 出 一 个 一 次 多 项 式 , 如 Courant 三 角形 。 为 了 使 分 片 多 项 
式 在 三 角形 交界 线 上 一 次 连续 可 微 ， 则 需要 四 次 以 上 的 多 项 式 . 
Argyris 取 三 角形 三 个 顶点 азаа, MAIORA wiswis wi — it 
导数 值 Wors оу, 5015505 二 阶 导 数值 ЛОГИ 
WizssWirysWiyys Wires Wigs ууу 以 及 三 角形 三 个 边 中 点 处 的 法 向 


W2 Wx W2y 


W2rr, W2ry 02у 


ди 
(一 一 一 )o: да 
дп 
0 e əl 
Wo,it'or,Woy 01,015.018 
Worz Waxy Woyy Wixz 10 1z Шү 
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2 0,02 Wty 


0 1 


Wo, 100 0109 у ий Ws 


图 4.3.2 图 4.3.3 


эшн (де), (де) (88), stena века 


项 式 ,这 样 构造 出 的 单元 叫 Argyris 三 角形 ( 见 图 4.3.1)、 可 以 证 
明 这 样 构造 出 的 分 片 多 项 式 属于 H'(@)， 但 用 这 样 的 函数 作为 有 
限 元 法 的 基 函 数 显 然 太 麻烦 了 。 为 此 有 限 元 工作 者 构造 出 一 些 新 
的 单元 ,其 中 最 简单 的 是 Morley 三 角形 , 即 取 三 角形 三 顶点 的 函 


RE vomo 和 汪 角 形 三 边 中 点 的 法 向 导数 什 ( 92) (0м), 


(бе), 等 六 个 参数 ,插值 出 一 个 二 次 多 项 式 ， 这 样 构造 出 的 单元 


Ш Morley 三 角形 ( 见 图 43.2)， 这 样 构造 出 来 的 函数 虽然 不 属于 
人 449)， 但 是 用 来 求解 薄板 弯曲 问题 可 以 得 到 收敛 的 结果 ，。Zien- 
kiewicz 用 三 角形 三 个 顶点 处 的 函数 值 w w, w 和 一 阶 导数 什 
Wors Woy Wir, йу йы 50, 等 9 个 参数 插值 出 一 个 不 完全 的 三 次 多 
项 式 ， 在 剖 分 规则 的 情况 下 ， 求 解 薄板 弯曲 问题 效果 很 好 ， 这 样 
构造 出 的 单元 叫 Zienkiewicz 三 角形 ， 如 图 4.3.3 所 示 。 Morley 
元 和 Zienkiewicz 元 的 基 函 数 都 不 属于 НСО), 从 而 不 是 协调 
元 ,这 样 的 单元 叫 非 抄 调 元 。 下 面 介 绍 非 协调 元 的 数学 理论 ， 

由 于 非 协调 元 构造 的 基 琐 数 不 属 于 Sobolev 空间 , 所 考虑 的 
ВКГУ Ф, 因此 要 在 比 Sobolev 空间 更 广 的 空间 中 
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考虑 问题 ， 币 把 Sobolev 空间 当 作 它 的 子 空间 。 代 替 ШОО) % 
BEREM G", 5, n, nana) 构成 的 线性 空间 ,其 中 w°, 
ан" н „и! 属于 LC). ах ЕН] ALa). i о (0, 
019 0,029, o, °С) Д ш = (ш, w, w, w”, w", ш") 属于 
LPA), EX WË 
(к, w) = |, (ohw + „ш t ош 
+ Pw” + ow” + 090%) 40 

及 范 数 


æl rero, 一 |), [uP + Са) + Саит) + Са)? 


1⁄2 
+ СЫ + (22) 4Q N 


可 以 验证 L22(Q) 是 Hilbert 空间 。 对 ue), Фф н® = u, 
u” = y, u” = u, u? = n | u = usps u” нуу ER 
lujen = Juizo. 

KEI lo E НСО) 的 范 数 。 在 这 个 意义 上 ,H*(8) 可 以 看 作 
La) 的 子 空间 . 

一 般 地 , 设 а = (озат, 0s) оду az а, 为 非 负 整数 ， 
la| = a Бо + T a,, ELCO), Ж ЙЕ |al < k 的 形 
如 {а=} 的 向 量 滔 数 构成 的 线性 空间 , 记 这 个 空间 为 Lt 人 《8)， 设 

v,w € (0), 定义 内 积 和 范 数 


(v, w) == У) | p“ 42, (43.1) 
кы 
n 1⁄1 
абзе) = ( У, | [г ; (4.3.2) 
аа} “2 


显然 (оу) 是 Hilbert 空间 ， 若 ue HO), WS и" = D=°u, 
显然 


luto 一 ( У) | |рмо) ， — (433) 


tas 
这 时 (4.3.3) 与 НСО) 的 范 数 一 致 ,在 这 个 意义 上 H) 可 以 看 
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{Е LCG) 的 子 空间 . 
设 Е, 是 Sobolev 空间 ， BoCLi2(9)， 由 第 三 章 $3.3 可 
知 ,问题 求 “ E ЕЁ, 使 


J(u,) == infJ(v), (4.3.4) 
可 以 归结 为 求 mE E, 使 得 对 任意 v € Es 
a(so,r) = Ко), (4.3.5) 


其 中 al, +):E, X E, > R ІЕЕ ШЕЕ ТЕ А, 所 谓 
非 协 调 元 方法 就 是 构造 Lia) 的 有 限 维 子 空间 E,, E, Eo 
求 “EE, 使 得 对 任意 s € E,, ， 

alant) = 1(v), (4.3.6) 
并 把 ws。 当 作 (4.3.5) 的 近似 解 。 假 定 存在 常数 a 和 oa, 使 得 对 
所 有 v,EE,n= 1,2, 


ШАБ p oenl <alvl, 〈43.7) 


并 且 对 任意 v, € Lt2( Q) 
la, ж) | < а | |11. (4.3.8) 
这 里 的 范 数 都 理解 为 LC) 的 范 数 。 由 《4.3.7) 的 假设 可 推出 
〈4.3.6) 的 解 是 存在 玲 一 的 (参见 定理 8.1.1)， 在 (4.3.8) 成 立时 ,由 
а. < lalona)! s Yon é Enn = 1,2,.... (4.3.9) 
可 导出 (4.3.7)， 
为 了 简单 起 见 , 假 设 асе, LC) x LYC >R 是 对 
称 正 定 的 双 线 性 连续 泛 函 . 像 第 三 竟 第 三 节 一 样 定义 能 电 范 数 ,对 
u,v € Lt2( Q) 定义 
(u,v), == a(u,r), (4.3.10) 
lal, = аси, н), (4.3.11) 
根据 аби,» И ГАТ | 1, 5 Lte( Q) 的 范 数 是 等 价 范 
数 ,从 而 仍 是 Hilbert 空间 。 由 于 1f(v) E LIO) 上 的 连续 线 
Ер, н Riesz 表现 定理 (第 二 章 定理 2.3.1), 存在 唯一 的 we 
(49) 使 得 对 任意 vE LYLO) 
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alv w) = flv), (4.3.12) 
H 52.4 和 $3.3 可 知 


0) = 3 a,r) – о) = > а») — alv, w) 
== 124 — wy — и) 一 > alw,w) 


= + lv — wll — 7 lwll (4.3.13) 


因此 问题 (4.3.4) 相当 于 求 w 到 E, 的 最 短 距 离 ， 问题 的 解 w 就 
是 ww 在 空间 E。 上 的 投影 。 类 似 地 可 知 问题 (4.3.6) 的 解 и, BEL 
是 w 在 空间 E。 上 的 投影 。 协 调 元 方法 相当 于 求 J(e) 在 Е, 的 
有 限 维 子 空间 有 B。 开 的 极 值 ， 从 而 等 价 于 求 w 在 E。 上 的 投影 
ua。 在 图 4.3.4 中 用 平面 表示 Eo 用 直线 表示 Ep BA le, 一 vol 
= pluo E,), BH lu, 一 ul 等 于 v 到 空间 Е, АЈБ Е, wF 
Esn DE, WH ”增加 时 ， ЈСи,) PRD, Hu, 一 ul 也 单调 
减 小 ， 因 此 可 以 期 望 Па, 一 ul 的 收敛 是 单调 的 ,大 小 可 以 用 上 
ЗУ НАЈ Sobolev 空间 播 值 理论 来 估计 ， 
对 非 协调 元 Е„&Е,, Ш 4.3.5 所 未, 显然 

llu, — [| = р„ + 45, (4.3.14) 

其 中 p, 表示 从 u 到 Е, 的 距离 оби, Е,). 和 协调 元 情况 一 


图 4.3.4 
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4.3.5 


样 ,可 以 用 Sobolev 空间 播 值 理论 来 估计 。49。 是 由 非 协调 而 引 超 
的 误差 ,下 面 来 估计 4„. 注意 wv 在 E， 上 的 投影 是 w,, 在 Е, 上 
的 投影 是 ww。 由 图 4.3.5 可 知 ，4。 是 向 量 w 一 w ЖЕ, 上 投影 
EREE, ga 一 |l 一 mllcos6.,6. 是 0 — н, 5 Е, КАЛКА. 
因此 当 6。 为 锐角 时 
cos0, = s [Сф,е — sw Z ЭЛИ 
” oei, |w — ulla lola 
由 《4.3.11) 和 (4.3.12) 可 知 
= lal pu) 一 IeM 
| 
因此 
q, = Цо — ull cos, = sup lalp, m) — 1Сф)І 
68, lell | 
(4.3.15) 
令 dp) = (ф) — alpu) p € E,, Ж 4d(p) BIF Е, 上 的 线 
性 泛 函 , 则 а(ф) 的 范 数 为 


14115, = зар 
从 而 2, = llall,.. 


对 协调 元 情形 , Е„С E, 对 任意 pE Е,, а(җ»›фр) = Кф), 
所 以 ladle, = 0, 但 对 非 协 调 元 ， Е, E, REFE pEE, 使 


Lal») — fo), (4.3.16) 
Фі] 
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alm, p) * 1С), MAG idle, зе 0， 因 此 ildls。 表 示 由 不 协调 
而 产生 的 误差 。 这 样 (4.3.14) 可 以 收 写成 


Пи = и, = Colm, E,)) + 114112, (4.3.17) 
从 而 imla, 一 wl 一 0 的 充分 必要 条 件 是 条 件 
limp(m»E,)= 0, limldlls, = 0. (43.18) 


同时 成 立 ， 第 一 个 条 件 与 协调 元 情形 一 样 ,我们 已 经 作 过 讨论 , 现 
在 讨论 第 二 个 条 件 ， 

用 Et 表示 LYO) 上 与 E, 正 交 的 所 有 连续 线性 泛 函 的 
空间 ,也 就 是 说 若 de Ez, MIER pe E, 有 dp) 一 0、 从 几 
何 上 看 ， 可 以 把 Е 想象 成 E, 的 所 有 法 线 的 集合 ，E。， 中 的 任 
意 元 素 必 与 Ej 正 交 ,反之 与 Er 中 所 有 元 案 正 交 的 元 素 必 属 于 
En EG dlp) = Кф) — alps) ЖФ alts) AI m (4.3.5) 
所 示 , 则 对 任意 pe Е,,4(ф) 一 0， 因 此 de Er. 显然 如 果 对 任 
Ж de Eb, Бъ Йа, 一 0， 则 (4.3.18) 的 第 二 个 条 件 成 立 。 从 几 


何 上 看 ，Y4e Et, Баа, 一 0 可 以 理解 成 尽管 E&E E, 不 


与 Bt 正 交 , 但 当 m 一 co 时 ，B, 与 Et 趋 近 于 正 交 .精确 一 点 说 ， 
# r EE, х, ЗӘР а, ze Bo， 为 此 我 们 引进 下 述 的 定 
Ж: 车 x, € E。， 序列 {x。} 的 所 有 弱 收 仇 子 列 的 极限 都 属于 Eo 
则 称 序列 Bu,{E。} EBA. 

可 以 证 明 (参见 F. Stummel [62] 或 引 理 8.1.2): 序列 Ev 
{E,} МН Vde Er, п |А, = 0, 


根据 这 个 结果 可 知 ,(4.3.18) 第 二 个 条 件 可 以 用 序列 Eo,{E,} 
弱 闭 来 替代 , 亦 即 若 z. €E, W x, 的 弱 极 限 属于 Eon Е, 一 
H"=(Q),Q 是 平面 上 的 区 域 , 由 第 三 章 $3.2 及 L"2(O) 的 定义 可 
知 , 若 L=2(Q) 中 的 元 素 v= (w) € H"(Q), H) о" е Dry,| al 
< m， 从 而 对 任意 e e CFP(0) 

| v*dQ == 一 | фә”хадО,„1==1,„2,| „| < m— l, 

2 Ох o 
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ЖЕН, ер== Си, ды), ди = 1,60 = б, ау, 令 f 


T, Cb, 0) = |, (2 s + porta) 40, (4.3.19) 
Л 


显然 v EH"(Q8) 当 且 仅 当 对 所 有 Ф Є С?С0), Truhe) = 0, 
{з= 1,2,| „| < m— 1, ШЫ E, Ж о 分 成 许多 单元 К, 
记 这 些 天 的 集合 为 A 。, 在 每 个 单元 人 上 定义 一 个 多 项 式 - we, 出 
о" 拼 次 成 一 个 定义 在 8 上 的 函数 ww 由 v, 构成 E, Н Gauss 
定理 可 知 

Tb, 四 一 У) СЕА 


车 des) DEA, К,,{Е,} 弱 闭 相当 于 对 任意 Ф є C5(9) 
lim > WJ == 0, (4.3.20) 


N, 代表 2 的 外 法 线 与 х MEARI. A (4.3.20) 成 立 , 则 称 
ts} 通 过 广义 分 片 检 验 。 在 前 面 的 假设 下 可 以 证 明 и, 一 мо] 一 
0 KRIAR pns E,)— 0 且 序 列 to 通过 广义 分 片 
检 难 ,这 个 结果 看 起 来 不 错 ,但 使 用 时 有 两 个 问题 : 《1)》 需要 检验 
条 件 (4.3.7), 虽然 atw,v) 在 BE, 上 是 正定 的 (第 二 章 52.4), 但 
在 BE。 上 是 否 正 定 则 需要 验证 ,这 是 一 个 困难 的 阅 题 光 2) 广义 分 
片 检验 用 起 来 很 不 方便 ， 工 程 师 常用 的 分 片 检验 在 理论 上 又 设 有 
证 明 ( 参 见 Stummel [61]、 石 钟 慈 113])。， 非 协调 元 在 使 用 上 也 
ARA, Morley 元 精度 不 好 ，Zienkiewicz 元 只 对 规则 剖 分 才 收 
伍 , 因 此 需要 研究 更 好 的 元 。 

为 了 构造 出 更 有 效 的 求解 薄板 弯曲 问题 的 单元 ， 放 省 理工 学 
БЕНО ВАВТ 1964 年 提出 杂交 元 方法 ， 众 所 周知 ,薄板 弯曲 
问题 

Au = f, 


ulao = 0, 


„179, 


可 以 归结 为 求解 在 满足 条 件 ulo 一 |,, 一 0 Ей 


JG) 一 |, G, + 244, + ид, — 1ш)49, 
的 极 值 问题 .应 用 第 一 章 51.3 的 方法 ,引进 Lagrange 38 А,(х,у) 
和 h(x,y)， 可 以 将 上 述 条 件 极 值 问题 转化 为 求 泛 水 
JG) = | + 2и, + иу, 一 2{#)40 


+ | 1(х›уў)ибх›у)а‹ 

apo 

+Í 12(zryy) 98 ds 
ðo 


的 无 条 件 极 值 问题 ， 求 后 一 泛 函 极 值 的 好 处 是 事先 无 需 假定 н 
满足 边界 条 件 “oo 一 E| ， 一 0， 变 分 的 结果 自动 满足 边界 条 


件 。 这 样 就 为 求解 提供 许多 便利 。 假 设 9 为 多 边 形 ,将 O 分 成 许 
多 三 角形 天 ,天 的 总 体 记 以 H ,有 限 元 法 就 是 求 «є H3(8) 使 
ZA 
Ји) = 5 |, (ui, + 2и, + ну, 
— 2fu)d0 

极 小 。 这 里 v€ Hi(Q8) 可 以 看 成 约束 条 
件 ， 设 ”在 每 个 久 上 为 多 项 式 ， 为 了 使 
s € HCO), WEH 4.1.2 А, v 必须 


К, 


图 4.3.6 


满足 


On 
On lag 
在 任意 两 个 三 角形 K, 和 K, 的 公共 边界 6K 上 
дек _ дык 


рКа = ок, 一 一 一 = 


On Ən ° 


vieo = = 0, (4.3.21) 


也 可 以 简单 地 写成 在 ӨК 上 
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чм. 


y+ 7, (де) 一 一 (2). 4.322) 


为 了 消除 条 件 〈4.3.22)》 的 限制 ,引进 Lagrange З 1,(х,у) 和 


(x,y)， 在 清 足 lao 一 ©“ | ， 一 0 的 条 件 下 求 涝 函 


Ҳи) 一 У) ||, (sl, + 21, + u, — 2fu)dQ 


KEX n 


+ | À) (a, — u_)ds 
әк 


+J), s| е), || 

的 极 值 。 这 时 只 需 假定 z 是 满 条 件 《4.3.21) 的 分 片 多 项 式 ， 变 分 
的 结果 使 (4.3.22) 自动 满足 ， 这 个 方法 在 求解 时 除了 引进 定义 在 
KERJ s(z, y)， 还 引进 了 定义 在 玉 的 边界 上 的 函数 2 (z,y) 和 
l (xy)。 用 杂交 元 方法 构造 出 一 些 有 效 的 新 单元 ， 数 值 效果 良 
好 .Babugka，Brezzi， 应 隆安 周 天 源 等 对 杂交 元 的 理论 基础 作 
TRR. ELR л. 1980 年 提出 氢 协调 元 方法 ， 
进一步 发 展 了 有 限 元 方法 ,我 们 以 拟 协 调 元 方法 为 背景 ,提出 多 套 
函数 有 限 元 方法 的 数学 理论 。 石 钟 慈 教授 对 这 个 问题 也 作 了 系统 
的 研究 ,有 兴趣 的 读者 可 以 参看 [16]， 


544 多 大 函数 有 限 元 的 数学 理论 


前 面 讲 过 ， 经 典 的 有 限 元 方法 可 以 看 成 是 坐标 函数 取 成 分 上 
多 项 式 的 Ritz 法 。 设 w。 是 薄板 弯曲 问题 的 解 ，w EUN 分 
为 э“, 时 按 有 限 元 法 求 出 的 近似 解 ， 对 协调 元 而 言 ， 当 i -oo 
时 ， 
а | [о оу 
aw _ Ow Y (дш, _ Ow ү 
+ (er Əz ) +(g >.) 


_ 
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+ (22 — Pwy + 2 [S 一 ба) 


Әх? Өх? / \xðy дхду 
Хш, Эа 2 
tla T oy) 1400 
用 图 表示 如 下 : 
w, L+ X wo m, 工 :意义 о wi 7 意义 m 
д. |” | |” ду бк 
w EX Woe 2 Го 100 у wn 28 БҮ 
Н `9. |a, 9, д, а, 
| 、 、 
Ю; х= 1:5 Woar wiy EA 20073 Wisgi 15 Wir 


图 4.4.1 


虽然 在 每 个 单元 上 出 现 了 Virs Diy Wir уз Diy 等 函数 ,但 它们 
都 可 以 由 对 w: 求 导数 而 得 到 ,这 些 函数 的 边 值 如 wi | aks Wix laks 
иләк 可 以 由 点 从 K 内 趋向 边界 点 时 相应 函数 的 极限 值得 到 . 
只 要 给 定 了 wi,w; 的 各 阶 导数 及 其 边 值 都 由 w 决定 ,所 以 我 们 
认为 每 个 单元 并 上 只 有 一 套 函 数 。 一般 地 说 ,为 了 逼近 wox, wors， 
我 们 完全 可 以 构造 另外 两 套 不 是 w 导数 的 函数 mw 和 pp E 


' дш; Ow 
1 一 co 时 ， Pi "э шу, Pi Э бууу, 但 PR ,Ji 2, 
Ox Ox 
L V.o 
wi 意义 Wo 
y , 
у - 
工 :意义 # 
$ — — — 
| * 
yo |: 
y; __ажХ — ws 
4.4.2 图 4.4.3 
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图 4.4.2 所 示 。 这 时 天 上 有 相互 独立 的 三 套 函 数 w;,p， 和 dol 
如 在 过 去 的 方法 中 车 将 v, 取 成 二 次 多 项 式 ， 2и, 必须 是 x 的 一 


次 多 项 式 ， š 必须 不 依赖 于 z。 现 在 我 们 可 以 将 o, 取 成 党 


Ж, pi 取 成 一 次 多 项 式 ，w4; 取 成 二 次 多 项 式 , 只 要 当 i ohf, 
Pi > Wors Pi > Worx 就 可 以 了 。 如 果 还 要 逼近 w| әк» охх э Моху 
和 wy， 可 以 青 在 ӨК 上 到 一 套 衣 数 ,在 玉 上 再 取 三 套 函 数 ,一 
共 变 成 七 套 函 数 , 这 些 函 数 彼 此 独立 ,各 有 各 的 极限 ， 因 此 叫 作 多 
FRORA A. 单 套 函数 逼近 显然 是 多 套 函 数 逼 近 的 特例 , 

为 了 使 这 样 定 义 的 多 套 函 数 空间 当 ;一 co 时 能 逼近 Sobolev 
空间 , 由 于 多 套 函 数 的 极限 是 一 套 函 数 ,因此 各 套 函 数 之 间 应 该 有 
某 种 关系 。 设 up € C'RK)， 由 分 部 积分 公式 可 知 


| v D'iudx = | vuN ds 
K әк 


一 |. Div + udx, == 1,2,:- 7 (4.4.1) 


其 中 e= (0,:.:.,0,1,0,... ,0),N,== cos(n,z,), п 是 下 的 外 法 
线 。 若 we C*(K),vE СОК), HI 


00%, х 
к 


= Í vD'iuN, ds 一 | De Din dx. (4.4.2) 
әк K 


ШЕ 4.4.3 取 = 为 ӘК 的 外 法 线 , s 为 ӨК 的 切线 方向 , 以 逆 时 
针 方向 为 正 向 ,显然 


9 on дм д 
дх Ən д; (443 
С + 
ду ` t Ən 1 ps” 
将 (4.4.3) 代 入 (4.4.2) 就 有 
(2,0) =a дн — ан) 
|, “dr | v (м Әп N, д; N,ds 
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一 | DuD' wdx, 
K 


类 似 地 可 以 推出 
|, 2,09%: = | v [2N N. 28 


+ (N: — М) 2“ | ds 


$ 
一 | (Dw зи + De Deoap dx， 


| „рх = | v [м ди + N,N, ди | ds 
K әк ðn Os j 


— | Dv D%u dx, 
K 


综合 以 上 所 述 ,就 有 对 任意 z€ СК), € СК) 


D° Ni — N.N, 
| v 12D' Dy |45 == | о [2NN, NI 一 人; 
K әк 
рн N; N.N, 
(4.4.4) 
ди Dw 0 
Әп iy 
x ds — | Dw ри | | dx, 
дн K | Dog 
Ө; 0 Dw 


用 数学 归纳 法 可 以 推出 一 般 情形 下 的 分 部 积分 公式 。 
如 果 我 们 构造 多 套 函 数 空间 ,用 {ир} 逼近 D"u, {иг} 逼近 
D'u, {uP 逼近 Du, (а) 逼近 Du, {ир} 通 近 Du, {шр} 


逼近 ощ, {ui hE E Өн {ыў} 逼近 xjsk。 这 些 多 套 函 数 的 极限 


应 该 满足 (4.4.4) ,不 取 极 限时 则 应 该 近似 地 满足 (4.4.4)。 

在 实际 问题 中 ， 我 们 常 把 (aY 取 成 多 项 式 。 对 9 作 有 限 元 
剖 分 20, РСК) 和 POK) 分 别 是 K 和 OK 上 的 多 项 式 空 
W, NEO, NEO, Neo,N&D,N&2 是 PCK) 的 有 限 维 子 空 间 ， 定 
义 线 性 插值 算 子 。 ПЕ. ССК) 一 Р(К),П»к, HE, Пък: СК) —+ 


s:1$4 ° 


PCK), pn, СК) -> NY”; ПРУ; СК) — NE, UE”: САК) 
— NË; ПЦ, СОК) 一 МЕО, UEP: ССК) —> NR”, 对 任意 РЄ 
Муй = 1,2), 有 
|, pHivydx 
= |„гПекеМ ds 一 | Брид», (4.4.5) 


对 任意 p € NRO pi € М? ps € NEP 都 有 
РП pN oNN, | 
|, jms | dx = f 2pNiN, P(N} 一 7 
pB w pN? PNN, 


Hlev рар 0 Hkr 
[ 
х ds— | |р, рар, 4х,(4.4.6) 
j K 
П5к® 0 Ю“®р; || Rv 


这 里 Ho 用 来 逼近 Dv, 将 ç € CK) 用 有 限 维 多 项 式 空间 
NE 中 的 多 项 式 Njo RRE, Пф ЭЭ», MR v, Пето 分 别 将 ç € 
CKK) 用 有 限 维 多 项 式 空间 NE”, NY”, NE? 中 的 多 项 式 来 代替 ， 
分 别 用 以 逼近 Dv, D» 和 ро, ЖИВА РСК) 中 的 多 
项 式 Пур 通 近 >», P(8K) 中 的 多 项 式 Har, Hóke ,I3rv 代 


Ë elo, 2 8v | ， 这些 多 项 式 的 系数 则 由 等 式 (4.4.5) 和 


9 
niek Os 


aK 


(4.4.6) 决 定 ， 

为 了 阐述 多 套 函 数 有 限 元 到 近 的 意义 ， 我 们 重新 孝 察 广义 导 
数 的 定义 ， 设 11.60) 表示 Q 上 局 部 可 积 函 数 的 集合 ,由 第 三 章 
《3.2.6) 可 知 ,Sobolev 意义 下 广义 导数 的 定义 为 : 设 uE LI, CQ), 
а 是 多 重 指标 ,如 果 存 在 u“ € Li, (0), 有 

|, ир°фах = (—1 )!#! j и*ріх, Є C (Q), (4.47) 
则 称 <“ 是 x 的 广义 导数 , 记 以 D'u = и", 

这 个 定义 不 用 zx 在 89 上 的 边界 值 , 下 面 我 们 给 出 利用 边界 

值 ulas 的 定义 ， 设 9 是 2 维 Euclid 空间 中 的 有 界 域 ,边界 09 
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充分 光滑 ， N = (Ni Nas .. Na) 是 9 边界 的 外 法 向 量 ， 
定义 jk x6L!9)， 如 果 存 在 性 ELIO) Ku’ e L'O) 
使 得 对 一 切 фєСс°(0) 都 有 
|, н Sp dx = |, eN ds — |. нах, (4.4.8) 
则 称 эб 是 “对 z СЙ Ш из — Они н 


的 边 值 , 记 以 ијә 一 ио, ANGAT ЖИЙ ИЕ Х, т ИГ 
数 可 用 (4.4.4) 定 义 。 


当 * 在 如 上 一 次 连续 可 微 时 , 取 we 05, ?一 wag,(4.4.8) 


自然 成 立 ， 因 此 新 定义 的 导数 是 普通 导数 的 推广 ,由 于 (4.4.8) 对 
任意 peca) RU, EREE peci) 成 立 , 从 而 (4.4.7) 
成 立 . 因 此 如 果 一 个 函数 具有 新 定义 的 广义 导数 , 则 必 具 有 Sobo 
lev 意义 的 广义 导数 ,并 且 二 者 相等 。 由 第 三 章 $3.2 可 知 ,一 个 函 
数 的 弱 导 数 ( 亦 即 Sobolev 意义 下 的 广义 导数 ) 是 唯一 的 ,从 而 新 
定义 的 广义 导数 也 是 唯一 的 。 由 第 三 章 (3.2.10) 可 知 ,具有 一 阶 广 
义 导 数 的 函数 边 值 也 被 确定 。 反 过 来 对 边界 充分 光滑 的 区 域 0, 
c2) 在 H'O) 中 稠密 ， 所 以 对 任意 “EHA, FE xs, e€ 
CO), 使 得 当 л оо Еў, u, — ulho — 0, 从 而 (реи, — Ш 
ulho -> 0。 再 由 第 三 章 不 等 式 (3.2 10) 存 在 常数 C 使 得 


[\м||,өо < Cllz uo. 


从 而 
lu, — ullao < Cllw, — ulio 


于 是 le 一 woo 一 0， 由 分 部 积分 公式 得 


| „„9Ф dx = | usPN'ids 
o ôx; ШЕ» 


Ou 
| Bx “Y? (2) 


在 两 端 令 л 一 co 得 到 
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Waaa (d... ль тла ZZ 


j и СР qx = | ugqp Nids 
2 до 


一 |. ф = dz=,Vg € C°( QD), 

从 而 u? == w|ioosw'i 一 Din。 即 由 (4.4.8) 定 义 的 广义 导数 存在 ,这 
就 是 说 若 nw € HKXQO), 则 ww 具有 (4.4.8) 所 定义 的 广义 导数 ， 因 此 
由 (4.4.8) 定 义 的 广义 导数 与 Sobolev 定义 下 的 广义 导数 等 价 。 新 
的 广义 导数 定义 比 Sobolev 的 定义 复杂 ， 但 在 Sobolev 的 定义 中 
e€ Co(Q) 构造 复杂 ,多 项 式 甚至 常数 都 不 属于 C?(9), 而 在 新 
的 定义 中 o € C"(9)， 这 社 的 函数 容易 构造 , 所 有 的 多 项 式 都 可 
以 取 作 Ф, 

多 套 函 数 有 限 元 温 近 (4.4.5) 和 (4.4.6) 都 是 直接 从 广义 导数 定 
义 出 发 (参见 (4.4.8)) 来 通 近 广 义 导数 ,只 不 过 将 p € ССО) 中 的 
C(O) 换 成 有 限 维 空间 N&。 就 从 导数 定义 来 逼近 导数 这 点 来 
讲 , 多 套 函 数 逼 近 类 似 于 差分 法 ,从 将 无 限 维 空间 C) 换 成 有 
限 维 空间 Nk ВЕНЕ, SERRA RTE U 于 
Galerkin 方法 。 在 实际 构造 还 近 函 数 时 ,也 可 以 只 要 求 (4.4.57 和 
《4.4.6) 近 似 地 成 立 。 显 然 单 套 函 数 只 是 多 套 函 数 的 特例 ， 因 此 多 
套 国 数 刘 近 是 比 单 套 函 数 逼 近 更 广泛 的 方法 。(〈4.4.5) 和 (4.4.6) 直 
接 按 广义 导数 的 定义 对 导数 进行 离散 ， 是 一 种 更 直接 的 逼近 广义 
导数 的 方法 。 由 于 用 EC”(5) 代替 Ф e C (Q), М 是 C%(@) 
的 有 限 维 子 空间 ,使 得 这 种 构造 方法 简单 易 行 ， 

多 套 函 数 有 限 元 逼近 的 思想 是 由 唐 立 民 教 授 及 其 同事 首先 以 
力学 的 语言 提出 的 ， 他 们 称 之 为 氢 协 调 元 方法 ， 多 变量 有 限 元 方 
法 。 张 鸿 庆 将 它 推广 并 用 数学 语言 给 出 这 一 方法 ， 看 成 是 直接 从 
广义 导数 的 定义 出 发 近似 广义 导数 。 张 鸿 庆 、 王 网 对 这 一 方法 进 
行 了 系统 的 工作 ,给 出 了 多 套 函 数 有 限 元 逼近 的 数学 理论 ， 在 这 
个 理论 中 ,需要 对 有 限 元 作 些 限制 ,在 多 套 通 数 运 近 中 单元 之 间 可 
以 不 连续 ,但 取 极 限时 仍 是 一 个 连续 体 , 单 元 之 间 的 函数 总 有 些 藉 
断 丝 连 , 为 了 反映 这 个 事实 ,我 们 引进 了 弱 连 续 概 念 .在 542 中 介 
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绍 了 仿 射 变换 方法 ,这 一 方法 是 个 有 用 的 技巧 ,但 使 用 时 要 求 单元 
具有 仿 射 不 变性 。 许多 单元 例如 Morley 元 不 具有 这 种 不 变性 ， 
为 了 克服 这 个 缺点 ， 我 们 引进 了 仿 射 连 续 性 和 尺度 不 变性 ， 假 定 
单元 在 仿 射 变换 下 是 连续 的 ,在 尺度 变换 〈 也 就 是 相似 变换 ) 下 是 
不 变 的 ， 上 一 节 中 讲 的 广义 分 片 检 验 在 理论 上 很 漂亮 ， 但 实用 上 
很 不 方便 。 我 们 提出 一 种 更 便于 使 用 的 检验 。 此 外 ， 还 假定 单元 
满足 其 它 一 些 必要 的 条 件 例如 单元 秩 条 件 。 可 以 验证 大 多 数 常见 
的 单元 都 能 满足 这 些 条 件 ， 

从 前 面 章 节 的 叙述 中 ， 可 以 看 到 嵌入 性 , 紧 致 性 ,逼近 性 和 弱 
闭 性 等 的 重要 人 性， 在 对 单元 作 了 上 面 所 说 到 的 一 些 不 苛刻 的 限制 
MRIH ГА ОЕ REZE А РЕ, REUE, EEN 
弱 闭 性 ， 以 这 些 结果 为 基础 ， 对 广泛 的 一 类 单元 证 明了 多 套 函 数 
有 限 元 逼近 的 收 伍 性 并 给 出 了 误差 估计 。 

本 书 的 后 半 部 分 将 介绍 这 些 工 作 ， 
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第 五 章 有 限 元 空间 


求解 一 个 微分 方程 的 定 解 问题 的 有 限 元 方法 可 分 为 三 个 主要 
部 分 : (1) 将 微分 方程 化 为 弱 形 式 的 变 分 方程 ; (2) 构造 有 限 元 
空间 ; (3) 求解 线性 或 非 线性 代数 方程 组 。 本 章 讨 论 有 限 元 空间 
的 构造 方法 | 

有 限 元 空间 是 Sobolev 空间 的 有 限 维 近 似 ， 也 就 是 要 给 出 
Sobolev 空间 中 的 函数 及 其 导数 的 近似 形式 ， 先 把 Sobolev 空间 
中 函数 的 定义 域 化 为 有 限 个 子 域 ,每 个 子 域 称 为 一 个 单元 ,这 一 步 
怠 称 为 有 限 元 剖 分 。 第 一 节 讨论 有 限 元 剖 分 ， 并 在 第 二 节 讨 论 与 
审 分 的 单元 相关 的 仿 射 变换 技巧 ， 然 后 在 每 个 单元 上 给 出 函数 及 
其 导数 的 近似 形式 ， 通 常 是 多 项 式 。 这 样 整个 区 域 上 函数 及 其 导 
数 的 近似 形式 就 确定 了 ， 第 三 ， 四 节 分 别 给 出 用 于 近似 Sobolev 
空间 ио) 和 ибо) 的 有 限 元 空间 的 构造 。 如 果 读 者 对 有 
限 元 的 数字 理论 证 明 不 感 兴趣 ， 可 以 从 第 一 节 的 前 半 部 分 直接 跷 
到 第 三 .四 节 。 

在 正文 开始 之 前 , 先 介绍 一 些 符号 和 概念 . 记 R" Жл 维 Euclid 
空间 ，R* 中 的 点 z 记 为 列 向 量 ， 即 к 一 《x1,-……,x。)"。 称 分 量 
为 非 负 整 数 的 = 维 行 向 量 为 * 重 指标 ， 如 无 特殊 说 明 ，c = (а, 
ar)，8 一 (8 8 7 一 (ro rs) 总 表示 nn 重 指 标 ， 
记 lel = Da. їп ó; 是 Kronecker 符号 , 当 i} 时 6; = 


imi - 

0, 5, = 1, Ф e;m (21,5598), 1<і<я, H D° 表示 

: lal 

SAAT —— S ,用 8 记忆 .对 TeRTs0, 记 
дхїї--- Әлі» дх; 

8 А а 

(ә... .T= ST... 

ӘТ С 19 >.) 21 :0;. | 
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令 9 是 R* 中 的 连通 的 区 域 , W m2> 1, cell, со], 用 

HW (Q) 记 Sobolev 空间 , 即 W"” (0)= {u|u € LQ) H D'u 

є1.°(0), |а| < m) ,Sobolev 范 数 和 半 范 如 下 定义 : 对 s€ Wmv 
сд), ‚ 
о < оо, мар = ( уз | реа)", 


ia т 
, 1 
но = ( Z | .1Dmwldz) ， 


а == оо, ||| o o = max esssup |Ю°н(ж)|, 
габт rep 


Julm =. = max esssup | D“u(x)1, 
tu 


记 wrea) 是 CCO EEA [һ.б 下 完备 化 得 到 的 空间 ， 
и"=(оу 和 W=“(Q) 都 是 Banach 23|], о = 2 时 是 Hilbert 
空间 。 

记 N= (Nse NT 是 до 光滑 点 处 的 单位 外 法 向 量 . 
n= 2 了 时 , 记 s 是 89 的 单位 转向 向 量 , 蕊 向 以 逆 时 针 方 向 为 正 ， 
本 书 的 后 半 部 分 ， 在 无 说 明 的 情况 下 , С 代表 与 4 无关 的 正常 数 ， 
不 同位 置 其 值 可 以 不 同 。 


551 区 域 的 有 限 元 齐 分 


构造 有 限 元 空间 的 第 一 步 是 先 将 区 域 分 成 有 限 个 子 域 ， 即 进 
ITARTE. 

жо R* 中 的 有 界 区 域 ，@8 具有 Lipschitz 连续 的 边界 
әд. 有 限 元 方法 的 逼近 精度 取决 于 单元 的 尺度 和 单元 上 的 函数 
近似 形式 。 要 得 到 高 精度 的 近似 ,区 域 的 剖 分 就 要 越 密 , 所 以 要 取 
一 个 刻 划 单元 尺度 的 参数 h. 

对 于 hE (0,1), ж K, 是 8 的 一 个 有 限 元 判 分 ,是 指 把 8 分 
成 有 限 个 闭 子 集 天 ,每 个 天 称 为 一 个 单元 ,天 :是 由 这 些 单 元 构成 的 
集合 .因为 有 的 是 把 函数 及 导数 的 到 近 形 式 在 每 个 单元 上 确定 , 然 
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后 整个 区 域 上 的 逼近 形式 就 确定 了 ,所 以 有 限 元 剖 分 K、 应 具有 
ТЖЕ: 1) 8 一 |J К; 2) K, 中 的 单元 天 的 内 成 集 玉 非 


КЕК р 


әз; 3) K， 中 任意 两 相 界 单元 К\, К, 的 内 点 集 的 交 Ki 站 K, 是 
空 集 . 

从 实用 的 角度 来 看 ,单元 越 简单 越 容易 刻 划 好 。R* 中 简单 的 
闭 区 域 有 单纯 形 , 和 矩形 和 凸 多 胞 形 等 。 现 在 介绍 这 些 概念 . 

设 ааз, sa; € R*, 记 它们 的 闭 凸 包 为 6, 即 G 一 {zz 一 


k k 
У ла, O< <1, Бу = 1). 如 果 6 是 r 维 的 , 称 G 是 一 


个 * 维 凸 多 胞 形 , 当 > 一 ”时 ,简称 为 凸 多 胞 形 。* 一 2 Н, 
胞 形 就 是 凸 多 边 形 . 称 超 平面 互 是 G 的 一 个 支撑 平面 ,如 果 НПС 
是 空 集 ， 而 НПС 非 空 。 称 了 是 G 的 一 个 > 维 表 面 , 如 果 存 在 C 
的 支撑 平面 妃 使 得 Е= GNH 是 7 维 的 。1 维 表 面 称 为 边 ,0 维 
表面 称 顶 点 。 
若 凸 多 胞 形 是 由 a+ 1 个 点 构成 的 集合 的 闭 凸 包 , 则 称 之 为 
单纯 形 , 若 这 = 十 1 个 点 为 aa，aoti а; (1 < i<n+ 


1) 都 是 单纯 形 的 顶点 ,单纯 形 的 形 心 。 单 纯 形 


在 n= 2 时 是 三 角形 ，n = 3 时 是 四 面体 ， 
如 果 给 定 线 性 无 关 的 点 a€ R°, 1 << í < n, K хЄР", П] 


称 集合 P= |*|z — да+ 2, б< <1,1<#<я} 是 
i=1 


4=1 


一 个 顶点 在 = 的 平行 多 面体 。 它 的 形 心 是 * 十 > У) a. KE 


验证 P BE HE, n= 2 时 ， 平 行 多 面体 就 是 平行 四 边 
JÉ, wn 一 3 时 就 是 平行 六 面体 ， 如 果 attesa, 是 相互 正 交 的 , 则 
称 P 是 矩形 ,进一步 如 а, -, а, 的 长 度 相 等 ， 则 称 了 是 边 长 为 
lal 的 立方 体 ， 

对 任意 一 个 多 胞 形 G, 记 ос 是 包含 在 G 中 的 球 的 直径 的 上 
界 , 称 为 G 的 内 径 ; 记 hc 是 包含 G 的 球 的 直径 的 下 界 ， 称 为 G 的 
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外 径 . 
称 8 是 多 胞 形 域 、 如 果 2 的 闭 包 8 是 有 限 个 凸 多 胞 形 的 并 
ж. 
由 于 单纯 形 , 平 行 多 面体 是 К" 中 最 简单 的 闭 集 , 而 且 容 易 描 
述 , 所 以 通常 采用 它们 做 单元 ， 对 于 多 了 胞 形 域 B 及 лє (0,1), WR 
K, 是 台 的 一 个 有 限 元 剖 分 .如 果 没 有 特殊 说 明 ,本 书 总 假定 {Ka} 
具有 下 述 狂 质 ; 
Ki: 对 所 有 的 € (0,1)， 玉 。 中 的 单元 均 是 单纯 形 , 或 者 对 所 有 
的 he (0, 1), K, 中 的 单元 均 是 平行 多 面体 ; 且 对 he (0,15, 
UK= 2, 


K2: K, 中 任意 两 相 蜡 单元 的 交集 或 是 空 集 或 是 它们 的 一 个 公共 
r Ekm Sr < z il, 
КЗ: 存在 与 4 无 关 的 正 数 ? 使 得 тА < ок < hk S< hb, VK €K, 
K € (0,1) 成 立 。 
性 质 K2 的 要 求 是 从 单元 间 的 对 称 性 考虑 出 发 的 。 在 图 5.1.1 
的 情形 (b), K2 FRÈM, К, 的 一 条 边 是 К, 的 一 条 边 和 KK, 的 
一 条 边 的 并 集 。 НЕ, К, 和 K, 的 边 却 是 KK， 的 一 条 边 的 一 部 
分 。 这 三 个 单元 没有 处 于 同等 的 地 位 。 性 质 Кз 的 要 求 是 单元 的 
尺寸 要 具有 一 定 的 均匀 性 ， 


A ә 
УУ 
N 


@ Ы 


Ё 5.1.1 


• 192 ° 


Н, ШЕШ 8, 如 果 K, 中 的 单元 都 是 单纯 形 , 可 以 
有 满足 K1 一 K3 的 有 限 元 剖 分 族 ， 在 平行 多 面体 的 情形 ，K1 和 
K2 不 一 定 成 立 ， 这 要 看 具体 情况 。 如 果 9 不 是 多 胞 形 域 ， 性 质 
K1 一 K3 就 不 可 能 成 立 了 .此 时 有 两 种 处 理 办 法 : 一 是 用 一 个 多 
胞 形 о RE 29, 在 9 上 其 虑 问题 ;一 是 采用 曲 边 有 限 元 阐 分 。 . 

为 了 车 虑 有 限 元 空间 的 性 质 需要 一 些 与 K, 有 关 的 结果 。 对 
数学 证 明 不 感 兴趣 的 读者 可 越过 下 面 一 段 ,直到 第 三 节 ， 

ROESER. К, 是 0 的 一 族 满足 K1 一 K3 WARTH 
分 。 对 hE (0, 1), н К, 可 以 定义 8 的 一 个 子 集 : 0, 


, о,= 0, Q,Coc 0, Vh€ (0,1), (5.1.1) 
К, 中 的 单元 六 的 边界 ОК 是 由 有 限 个 玉 的 (n — 1) 维 表 
面 F 构 成 的 。 令 X, 是 K, 中 所 有 单元 的 (xn 一 1) 维 表面 的 全 
体 构 成 的 集合 。 即 F, 中 的 元 素 F 是 (n— 1) SmE, BE 
在 КЄК, 使 得 是 K 的 (w — 1) 维 表面 。， 由 于 性 质 K2, 任意 
两 相 异 单元 没有 共同 的 内 点 ,利用 (5.1.1) 式 可 得 О, 的 边界 до, 
的 表达 式 
ðQ, =~ 0—0— U F, he (0,1), (5.1.2) 


由 (5.1.1) 和 (5.1.2) 式 可 得 досдо,, 

称 多。 中 元 素 F 是 自由 的 ,如 果 FC ago, 否则 称 为 单元 内 
ЖШ. 

引 理 54.1 VEF, F 或 包含 于 Өй, B ЖЖ K, 中 
的 两 相 异 单元 的 公共 (п 一 1) 维 表 面 , 即 单元 内 表面 ， 进 而 00 
是 所 有 K, 中 的 单元 的 自由 (x 一 1) 维 表面 的 并 集 . 

证 明 (1) W riF 是 F 的 相对 内 点 集 ， 令 Fe Z, TE 
Есд0 或 者 ЕСО, 事实 上 , 若 不 包含 于 68, 则 存在 点 x€ 
QNriR M KEK. EE PCK, FEJ] r EO H К, 
1, 2, ++, [24 ?一 co М, х, ә х, 因为 K, 是 0 的 有 限 覆 
ж, MUFE K €K, 使 得 {x,} 的 一 个 子 列 ( 仍 记 为 (z) © 
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SF K 中 。 由 于 K 是 闭 的 ，K' ~K, MA x€ K', Wi xE 
кпк, H K2, кпк EKA K 的 公共 表面 ,因为 x 《riFC 
ӘК, 所 以 F = КПК, ЕСӘКПӘК, MA riF<(K UK )C 
Qa, 

Q) ШЖ, ПЕ ЖЕФ. Н (512) жад D= |] 


rip 在 90, 中 稠密 ，Dn 89 在 00, 的 于 集 00 рб. Ж 
而 由 《〈1) 可 知 


рпддо= UGznac)= |) пр, 


FEF} FEF p FCO 
由 此 可 得 60 = 00р Hm= |} F. ПЕ}, 
FEF p FCO Q 


对 于 KEK, W |K| 是 KK 的 体积 ，w。 是 R* 中 直径 为 1 
的 球 的 体积 。 由 K3 可 得 
wn h" < |K] < о," (5.1.3) 
对 R* 中 的 任意 子 集 S, 10 K, (S) 是 所 有 与 $ 有 非 空 交集 
的 单元 K € K， 构成 的 集合 。 特 别 地 , 当 <€ 8 时 ,有 
К,(х) = (K|K € K, H z€ K). (5.1.4) 
如 果 x€ K, K € K,, Д KCx) 只 包含 一 个 单元 К, ШЖ 
x 在 单元 内 表面 上 ,那么 Kil) 包含 不 只 一 个 单元 ,单元 的 数目 
EAER. 
引 理 5.1.2 Vx€ б, К,(х) 中 的 单元 个 数 不 超 过 〈2/9 7)"。 
证 明 & <#€ Q, ҮКЄК,(х), K 的 外 径 A< à, 所 以 所 
有 K(x) 中 天 都 包含 于 以 * 为 心 , 4 为 半径 的 球 中 。 由 性 质 人 2， 
每 对 相 异 的 单元 没有 共同 的 内 点 ,利用 (5.1.3) 式 得 
wort) < > KI-| U K| < ю„(2в)”, 
其 中 bz 是 К,(«) 中 单元 个 数 。 显 然 >< (2/)”. 
称 К,(х) 是 强 连接 的 ,如 果 对 每 两 个 单元 K 和 K'€ Ki(*)， 
存在 一 列 互 不 相同 的 单元 К, Кусс, K, € К,Сх), 使 得 K, = 
K, K, = Кк, E K, A K.A 具有 公共 的 (n 一 1) 维 表 面 ，$ = 


* 194 ° 


0,1,---,1— 1. 

引 理 5.1.3 Vr€ Q, Ж К,(х) 都 是 强 连 接 的 。 

证 明 5 K, 是 KO 中 的 任意 单元 ， 色 (Ko) 是 所 有 与 
K,， 强 连接 的 单元 K€ KCx) 构成 的 集合 ， 即 对 于 K€ (KJ), 
存在 一 列 互 不 相同 的 单元 К.-К, Ki К, 使 得 KN Kn 
具有 公共 的 《n 一 1) 维 表面 ，; 一 0，1,.…, 1 一 1， 可 以 断言 
L(K) = Kilx)， 否则 ,存在 КЄК, (к) 不 属于 S (K). ЖШ 
性 质 K2, K 与 与 集 M= (U 天 的 交集 是 К 的 边界 OK 


KE CKe) 

的 子 集 。 由 于 K 是 吓 的 ,具有 内 点 ,在 x* 点 的 任意 邻 域内 都 有 不 
属于 M 的 点 ,所 以 4 是 在 M 的 边界 OM 上 .显然 МЕЧ Ж, 
L(K) 是 它 的 一 个 有 限 元 剖 分 。 应 用 引 理 5.1.1 FA, FE S 
(K) 中 的 单元 K, K K, 的 一 个 (n 一 1) 维 表面 ,使 得 >€ 
F H ЕСӘМ, 因为 reo, 所 以 F698。 应 用 引 理 5.1.1 于 
Q, 得 到 一 个 К,ЄК,, К, Ki, 满足 F = KNK. 因为 <€ 
Fa, ВИД x € K,, PD K,€ K,(z). RE Ki， K,€ Z (K), 所 以 
有 不 是 M 中 的 K, 的 一 个 自由 表面 ,也 就 是 F ОМ. Ж). 证 
Ж, 

设 a,b 是 两 个 点 ,线段 арсо, МЬЄ (0,1), ОВ ЈЕ 
分 K, 可 以 引进 ab 的 一 个 剖 分 SF;。 它 由 一 组 非 空 的 相互 不 同 
的 子 线段 


I = Kfab, KEK, (5.1.5) 
构成 。 因 为 天 是 凸 的 , 1 АВО, Æ ab 的 一 个 闭 的 子 区 间 。 可 
以 证 明 ab 的 有 限 元 剖 分 ©, 具有 与 КІ 和 天 2 类 似 的 性 质 ， 
引 理 5.1.4 下 述 表述 为 真 ; 
ab = UJ, (5.1.6) 
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НУ 9, КИЕЖ ИНУ НН Л 1022 Sm E 6 Н 
м. 
证 明 表达 式 (51.6) Н К, 满足 性 质 Kl 可 得 , 设 1,1'€ 
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£, АЕНА TREE M INT 或 者 是 空 的 , 或 者 包含 一 个 点 ， 
或 者 包含 至 少 两 点 。 在 ТГ 中 至 少 有 两 个 点 时 , 它 是 ab 的 一 
个 子 区 间 且 有 相对 内 点 CENI., BARÁ K, K 具有 非 空 
的 交集 F= KNK. 0 151г, KK, RUH K2, F 是 
KK 和 K 的 表面 ， 线 段 IC K 且 相 对 内 点 C 属于 天 的 表面 了 ,所 
以 1 一 定 是 的 于 集 。 相 应 地 ，1'CK',C e F 给 出 六 CE。 因而 
ICIn7 ГСІПГ, Bl ICI',1'CI, 与 1 1 第 盾 。 引 理 得 
证 。 

引 理 5.1.1 至 引 理 5.1.4 的 证 明 引 自 Stummel 的 工作 5 ， 

在 本 节 结 束 之 前 ， 我 们 给 出 线段 性 质 和 锥 性 质 的 概念 。 称 区 
域 0 具有 线段 性 质 , 如 果 对 于 Vz € 89， 存 在 一 个 开 集 О, 和 一 
ЛЕ Ух» 使 得 z€ U,, Ң?Ц #Єє0П0, 时 s Vi € (0,1), 
z + y, € Q, 

Ф z€ R*,B 是 以 z* 为 心 的 开 球 ,B” 是 不 包含 * 的 开 球 , 称 
集合 С. B'N {ele = z + 1(y — х), y € B,,1 > 0) 是 顶点 在 
的 R* 内 的 有 限 锥 。 对 于 C;, 存 在 一 个 正 数 志和 一 个 单位 球面 上 
的 开 集 4 使 得 С, = {у|уЄК",0 < |у — х) < H,O — ж) у 
xl € 4}, 

称 区 域 9 具有 锥 性 质 , 如 果 存 在 有 限 锥 C, W Улє О, x 
是 一 个 包含 于 9 内 且 全 等 于 C 的 有 限 锥 的 顶点 . 

可 以 验证 , 当 @9 是 多 胞 形 域 时 , o 具有 线段 性 质 和 锥 性 质 ， 


552 仿 射 变换 的 技巧 


要 给 出 定义 在 2 上 的 函数 及 其 导数 的 逼近 形式 ， 要 在 一 系列 
的 单元 给 出 函数 及 其 导数 的 逼近 形式 ,而且 还 近 形 式 的 精度 与 单 
元 的 尺寸 及 多 项 式 次 数 有 关 。 能 不 能 把 一 系列 单元 化 成 一 个 问 定 
单元 进行 讨论 ?能 不 能 有 一 个 简单 判别 方法 直接 可 以 看 出 逼近 精 
度 ? 本 节 的 内 容 就 是 回答 这 些 问 题 的 基础 ， 

ЖОК" 中 的 子 集 GG 是 仿 射 等 价 的 ， 如 果 存 在 仿 射 变换 
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Е;2Є К" -» FQ) = ВА БЬЄК" (5.2.1) 
使 得 С = FG, 这 里 了 B 是 n X n ЗЈН, ó € R". 
记 [В ХЖ В Euclid ў, deB 是 8 的 行列 式 . su 
在 考虑 BI 和 de B 用 G 和 6 的 几何 尺寸 的 估计 ， 
引 理 5.2.1 AGM å 是 多 胞 形 ,G 和 C 是 仿 射 等 价 的 , 即 
存在 F(&) 一 B4 + b 使 得 G 一 FQ。 则 下 述 估计 成 立 : 


Пв < ^8, |в < ha, (5.2.2) 
рё ос 


|detB| < с GE [det B—t| < C (Y ， (523) 
рё Ос 


其 中 C 是 只 与 了 有关 的 正 数 ， 

证 明 显然 有 

IBI = -È sup [ВЕ], 
P lmp a 

AET EER", |&| = ра, FE 9, 866 8 к= 9) — в 这 
是 因为 pe Ж Ó 所 含 的 最 大 球 的 直径 .因为 ВЕ = FO) — F8), 
F(9) FC) EG, ТД [ВЕ| << hc。 即 (5.2.2) 式 的 第 一 个 不 等 式 
成 立 。 类 似 地 可 证 明 第 二 个 不 等 式 ， 

记 В| = max |Bil, 其 中 В = (B;;), Д] 


JdetB| < nt]! BIZ. 
l „Ж |+ 是 等 价 的 , 所 以 由 上 式 和 (5.2.2) 式 得 到 (5.2.3) 的 
第 一 个 不 等 式 。 第 二 个 不 等 式 类 似 地 可 得 。 证 毕 . 
设 G 和 G 是 仿 射 等 价 的 。 对 定义 在 CG 上 的 函数 v, 令 ó 一 
v. F 是 定义 在 О 上 的 函数 , 即 
x= F(2) FF, s(z) = 2(£), (5.2.4) 
引 理 5.2.2 令 G 和 å 是 仿 射 等 价 的 多 胞 形 。 对 m 220,06 
Cl, оо], # vew” (G), HJ 6 = >+ Еє W"”=(O). 而 且 存 在 
只 与 m,n 有 关 的 常数 C 使 得 下 述 不 等 式 成 立 : 


1 
ld lma S СІВ |" [9:8 °|»|„ „6, Vo € ит), 
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(5.2.5) 


1 
lv | noc < C| B '|”|detB |°] 21... VO € и" (д), 


(5.2.6) 

证 明 首先 设 e€ C"(G), FE sec”) 对 于 jh,……， 

Н 3 9” >» е э ө > == 
Ь©Є{11,2,+++,п}, 记 Өх, Br On Bin 


= ; j j .. 
дж... дё" AAEREN А, J. € {1, ,л}, 


Otit (e) 


一 > Ш Вл) дж ++ (z), (5.2.7) 


irim=! 


于 是 
[92 -- -2,.062)1 < nm|B||2 У) [Die(a)|, (5.2.8) 
Віж 


由 上 式 可 得 , 当 о < co 时 ， 
; 1 
[21.2.6 一 (|, 5 \рфе‹гу|°д#) 
= C(m,n)| B|: 


1 
x (|. > рь), (5.2.9) 


' im m 


其 中 ， 若 记 M 是 {61161 = m) 的 维 数 ， 则 C(m, n) = n" M sup 


M*。 在 (5.2.9) 式 右 端的 积分 中 做 坐标 变换 4 一 Ва — 5), EE 
意 
4% = |detB-lldx, |deB 1| = |detB | 1. (5.2.10) 
进而 得 到 | 
[212,0 < CCm, а)! В| 14е. Е jvl mog (5.2.11) 
PURERAA | . le 与 |- | 的 等 价 性 ,可 以 得 到 
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дев < clBlleldetB1-zlol。sc， (5.22) 
Моєс"(С) RY. 
当 ооо BF БЕЙ т.о C"(G)— o € W"=(G) 在 范 
数 lol, 和 l|. 意义 下 都 是 连续 的 , В CG) 在 
тС) 中 稠密 ,所 以 C5.2.5) 式 成 立 ， 如 果 o 一 oo , 则 由 (5.2.8) 
式 得 
У) [DRAG] < C,(m,m)||BI2 lv |,6, VEG, 


{й=» 


(5.2.13) 
其 中 Ci(m,n) = arM2， 进 而 得 (5.2.5) 式 。 
类 似 地 可 以 证 明 不 等 式 (5.2.6)。 证 毕 。 
引 理 5.2.2 给 出 了 G 上 的 函数 及 其 在 上 相应 的 函数 的 Sobo- 
lev 半 范 数 估计 . 后 面 的 讨论 还 将 用 到 6G 上 的 函数 及 其 在 6 
上 相应 的 函数 的 1° 范 数 的 估计 ， 为 此 需要 ӘС 上 的 面积 元 ds 
与 06 上 的 面积 元 df 的 关系 以 及 ӨС 在 某 点 的 单位 外 法 线 向 
量 与 在 ðG 上 相应 点 处 的 单位 外 法 线 向 量 为 的 关系 。 
引 理 5.2.3 令 G 和 б 是 仿 射 等 价 的 多 胞 形 , 则 在 ӘС 的 光 
滑 点 处 ,有 
N= B TÑ/IB TÑ||, (5.2.14) 
ds = |detB|| B 7142, (5.2.15) 
证 明 (1) 设 在 4 点 附近 ӨС 可 以 表示 成 : Н(еу= 0. + 
是 在 点 和 处 的 法 线 向 量 是 
ó= (34H, 34H, 0t, HY, (5.2.16) 
所 以 单位 外 法 向 量 六 一 62/1101, ХШ ó E 1 或 一 1， 类 似 地 ， 
在 х= F) 点 附近 ,6G 可 以 表示 成 H(B (z — b) = 0, 在 
z 处 的 法 线 方向 是 
v= B-T, (5.2.17) 
因此 N — óB 6/] BTS] == 56 B-TÑ/|| B TÑ], 这 里 5 可 能 是 1 
或 一 1， 事 实 上 588—1, JU), N ВАВТ. HFN 
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是 外 法 向 量 , 当 * 足够 小 且 大 于 0 时 ,xz 十 ;N€G, TEF + 
IN) = 4 — 2B BTK/NB-TNIEd. 由 于 WTB-1B-TH/NB- TN > 


0， 所 以 в-1в-70/18-7 与 六 的 夹 角 小 于 =. 注意 Ñ E * 
点 处 的 外 法 向 量 , 所 以 -B8 AB OIÑ/|B Ñ| 55 Ñ 65 2 Ж 
+ = 故 当 上 Л, 2 — BAB TÑ IIB TÑ|| e d. FE 


样 就 证 明 得 (5.2.14) 式 

(2) Ж 86 在 + 处 的 面积 元 为 必 ， 而 在 > 处 OG 的 面积 
元 ds = 0(4)d3， 由 于 ƏG, OÊ 分 片 光滑 ,对 vë e ССС), 由 
Green 公式 及 (5.2.14) 式 得 


| .psedz= | pNids = | ФСВ-т005,9(2)48/11В77] 
G DC aê 
| ,Dra = |. (В-тр,ф;, |4е:В |4# 


一 ldetB1| @(B TÑ), dt, 
其 中 D; == (D+, ..-. „DPY. 综合 两 式 得 


| ФОВ- у, TT 一 IderB| )4 = 0, 


HT 可 取 工 至 ”所 以 
‹(0,--+,0)7 一 j. ФВ”ТЁ (а _ |detB ) 


IIB TÑ|| 
_5- у __ 
B| oÑ (з т 14егв |) аз, 
в) la _ 
| on (z: ST li ав) ë= 0, 1<;i<a 
(5.2.18) 


至 少 有 一 个 Ñ; 关 0， 且 在 Ф 的 一 个 邻 域内 Ñ; 是 连续 的 。 由 由 
的 任意 性 得 6(4) = 18-7 11десв |, В0С5.2.15)5%8 20У, 
引 理 5.2.4 设 оє{1,со], С 和 © 是 两 个 仿 射 等 价 的 多 胞 
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PZ, Ж 2619006), 则 ê= v» FEL (8), ДР АЗ» Ë 
关 的 常数 c 使 得 


ll sse < CIBI IB- Ivlooses Yr € LCG), 
(5.2.19) 


4 s. 
人 lesc< CBH? IBI idles V2 € L88). 
(5.2.20) 


证 明 利用 (5.2.15) 式 可 得 


ефәге — |, ela |, е1 derB 87а 
8G 86 


< laeg вт]. , 10142, 


注意 |det8| < CIBI, ЯТ С5.2.20) Айу. ЖДИ АТЛ ERR 
(5.2.19) 59. 

下 面 讨 论 两 类 特殊 的 等 价 类 ; 单纯 形 和 平行 多 面体 . 

对 R" 中 任意 的 单纯 形 К, јак n 十 1 个 顶点 为 oj; 一 
(о), 15<;j;< x+, 对 于 点 x ER*， 对 应 于 (n + 1) 个 点 
а 的 重心 坐标 д == (к) (< j < n + 1) 是 下 述 线性 方程 组 的 
唯一 解 : i 

> djli = хә < í < n, 
=з (5.2.21) 


я+1 


2 一 1。 


je1 
记 上 述 方程 组 的 矩阵 为 4, 其 逆 记 为 Awa (ali), Wl) 
= > айх 十 anti l S iS n + 1, (5.2.22) 
n= 2 时 ,重心 坐标 也 称 为 面积 坐标 。 
对 于 单纯 形 ， 取 K 是 下 述 单 位 单纯 形 ， 它 的 ú+ 1 个 顶点 
是 
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机 一 (10 07， 
由 一 (0, 1 …0)7， 
， 《5.2.23 ) 
å, = (0,0...,1)7, 
даа == (0,0,---,0)7, 
入 的 重心 坐标 有 简单 的 形式 


¿i= x,1 S i< n, LL, = ] — У x. (5.2.24) 
#=1 


对 于 以 а; = i) < j< n + 1, 为 顶点 的 单纯 形 天 ,定义 
仿 射 变换 Fz:K— K 如 下 : 


Е, = Вк%-_ bg, t€ K, (5.2.25) 
其 中 
ZU Gis+l “°° Gin — @,s+1 
Вк = Ru 7 унн `` 23,7 Grati 
5177 annt °°° Onn Can+ 
а в+1 
bg = | 2an | (5.2.26) 
а..„+1 
显然 Вк 是 可 送 的 。 不 难 验 证 | 
Екй = apl < í < n + 1. (5.2.27) 


由 (5.2.25) 可 知 ，R* 中 的 任意 两 个 单纯 形 都 是 仿 射 等 价 的 。 当 有 
限 元 章 分 是 用 单纯 形 时 , 称 K 是 标准 单元 。 
现在 芳 虑 平行 多 面体 做 为 有 限 元 剂 分 的 单元 。 此 时 标准 单元 


R 通常 取 为 下 述 两 个 集合 之 一 ， 
{21121 < 1, 1<i<m, (5.2.28) 
(4|0 <+ < 1, 1<i<m. (5.2.29) 


对 给 定 的 线性 无 关 的 点 al. a, € К” 及 点 x° € К" 和 所 定义 的 
平行 多 面体 K = frix = X 十 >) Ма„0 < <S 1,J= 1,-- 5, 


£=1 
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п}, 定义 仿 射 变换 Ек: É — K 如 下 : 


Екё == Ву + Бк, £ € Ñ, 
其 中 , 若 记 a= (а), 1<<;=< n, ДИЕ É 取 (5.2.28) 的 定义 


Br 一 > ал а» а). , 
а а. аа 
Бк = к + > >) lis (5.2.30) 
1=1 


ам Ge2 Ga 
由 上 述 讨 论 可 知 ,任意 两 个 平行 多 面体 都 是 仿 射 等 价 的 。 

对 任意 单纯 形 或 平行 多 面体 天 , 取 标 准 单元 É 为 由 (5.2.23) 
定义 的 点 所 定义 的 单纯 形 或 为 由 (5.2.28) 或 《5.2.29) Е УЖ 
形 。 于 是 由 (5.2.26) 或 (5.2.30) 或 (5.2.31) 确 定 了 一 个 仿 射 变换 : 
Fr? = Вк + bz,t € К, 使 得 РЕЁ = K, 5а, 给 定 了 单纯 形 
或 平行 多 面体 К, Fg,Bx,bx 也 就 相应 地 按 上 述 方法 确定 了 ， 对 
于 定义 在 K 或 OK 上 的 函数 w, 定义 K 或 ӘК 上 的 函数 力 如 
下 : 

ё = w • Ёк, (5.2.32) 


Sr 是 非 负 整数 ， 对 于 定义 在 ССК) 上 的 线性 泛 函 p, 令 在 
ССК) 上 的 线性 泛 函 Ф 如 下 定义 ; 

&(2)= фе), Vi € СЁ), (5.2.33) 
其 中 e Я (5.2.32) ЧА, S, 2 Nie XK p Фф 都 分 别 
按 (5.2.32) 式 及 (5.2.33) 式 对 应 ， 
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553 有 限 元 空间 W) 和 W) 


为 了 描述 有 限 元 空间 ,需要 一 个 能 包含 有 限 元 空间 及 Sobolev 
BARESE RoE R 中 的 多 胞 形 域 ， 对 w'a) 中 的 
元 素 w 及 其 导数 оно, ЖЫЙ А Dw 和 Пеш 可 以 不 具有 导 
数 关 系 ,但 w,6iw€ L(A) ВТ Pw, iw 也 应 属于 L0). 0 
此 可 猜测 期 望 的 空间 应 是 乘积 空间 (La 

对 于 整数 m > 0 和 实数 c c [1l,oo]， 记 是 满足 lel < m 
的 所 有 + 重 指标 8 的 个 数 ， 记 L"*(9) (Ооуу, 为 了 便于 
与 Ит(0) 中 的 元 素 及 其 导数 对 应 , 记 L"“(98) 中 的 “的 分 量 
为 и’, |8 < m. TE 

LOCO) = {u|u == (и) сни? € 10), 181 < т}, 
їл, LO) ЖН Си, и, ea) B аб, и, 8 € 
Ls (Q) 的 所 有 元 素 构 成 的 空间 。x 一 2 Bf, L: (Q) 中 的 元 素 具 
Ж (:,и,из, ио ‚елу 的 形式 ， 

对 于 <€ L==(Q), Ч o < co 时 ,定义 范 数 ‖。 laoo 和 半 
范 |+ laso 如 下 : 


so == (> | |u” аа) А (5.3.1) 
Ис 
19 а.а,р 一 0 |х). 5.3.2 
но = (22 |, telas) (5.32) 
Ша 一 oo 时 ,定义 范 数 和 半 范 如 下 : 
u 一 max esssup [аё (х) |, (5.3.3) 
[ЖИР шах esssup [4° (ж) |, (5.3.4) 


对 于 W° (Q) 中 的 元 素 w, HRweb La) 中 的 元 
Жом, = Dw 对应。 按照 这 种 对 应 ，W"(9) 的 子 空间 
映 成 Lela) 中 的 子 空间 。 由 于 这 一 对 应 是 保 范 和 半 范 的 , 故 仿 
以 wa) 等 习惯 记号 记 在 L) 中 对 应 的 空间 ， 对 于 «Є 
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L” (Q), FR wla) 对 应 于 L”) 中 的 子 空间 的 方 
A, и 相当 于 и 的 导数 D: 的 位 置 , 但 并 不 一 定 是 é 的 
导数 ， | 

令 {Ki}jiew 是 的 一 族 有 限 元 剖 分 ,目的 是 要 给 出 W*”(Q) 
的 有 限 元 通 近 空间 иг, 给 出 到 ”的 元 素 形 式 首先 要 给 出 它 在 
单元 上 的 形式 。 为 了 氢 述 方便 , 对 应 于 {K} 选择 一 类 单元 构成 
的 集合 Ж, A 包含 {Ks} 中 所 有 单元 ， 

对 于 KEX, W P(K) 是 K 上 全 体 多 项 式 构 成 的 空间 , Р, 
(K) 是 次 数 不 高 于 > 的 多 项 式 全 体 构成 的 有 限 维 空间 ，0,(K) 是 
{хае 0 teeri m l, een) 张 成 的 空间 。 

现在 给 出 用 于 近似 Wl CQ) 和 ЙО) 的 有 限 元 空间 的 构 
造 方 法 。 对 VK 4 9Y ， 给 定 两 个 线性 多 项 式 Жаа, пе, 
CY(K)— Р(К), Пък: СЧК) — L=( 8 K), ИМ в М P(K) 的 有 
限 维 子 空 间 Ng, 1<is< *。 定 义 线性 算 子 IG. СК) м) 
= 1,-`-" n) WF: s€ C (K) 时 Ugo 满足 


| plivdz = | pllaxrvNids 
к әк 


一 |, Очуп »йх, Vp € М, (5.3.5) 
其 中 N = (№, Nate NA 是 6 的 单位 外 法 向 量 。 
对 于 he(0,1), EX H: CO) 一 LeeCo) 如 下 : 
ué С) 0), (П)? |z = Пе(и|к),УКЄК,,|6|<1, 
(5.3.6) 
用 于 逼近 w(0) (O) 的 有 限 元 空间 可 按 下 法 得 到 
[ө = {1w lw == Miu, uE C (QY, 
Wi = {wlw = Пш,н € C(O) B. р?и|ьо = 0, jp) < 1). 
(5.3.7) 
通常 情形 下 ,对 于 v ECK), DN = Hue, < п, E 
玉 上 并 不 成 立 ,它们 成 立 的 一 个 充分 条 件 是 
р“П$е ENE, 1<< iS n, Пф ]|»к = Поко, (5.3.8) 


“з, 


如 果 所 构造 的 有 限 元 空间 到 ;的 元 素 w” 在 每 个 单元 天 上 都 有 
wa 一 Diw’, NE W) 是 非 协调 元 空间 。 如 果 Wic we (Q) 则 
称 该 空间 是 协调 元 空间 。 如 果 想 构造 一 个 非 协 调 元 空间 ， 那 么 只 
¿B H по 就 可 以 了 ,因为 其 它 步 又 只 须 令 Пек, = П: [ок NE 包 
含 足够 高 阶 的 P.C K). 

引 理 5.3.1 如 果 V;€ CK), VK € K,, (5.3.8) 成 立 ， 则 
Dle = He, ii 一 1 n, K€ K,. 如 果 进 一 步 VK,, K, € 
X, F = K, K, Æ n — 1 ДЖЕ IB, Ve € CIK U K,) 有 
Marw |r = Поки |r, W Wcw), 

证 明 只 需 证 明 Wcw) $ €W), REH we 
W'"(0)， 就 是 要 证 明 


|, pw'idx = -|， Dipw’dx, | Si < n,V p EC (O), 
| (5.3.9) 
由 (5.3.7) 可 知 , 存在 w€ C'(8) 使 得 w = Пи, Ж Green 公 
式 得 


Í, pw"idx = > |, {фПйшах = У! |, Фр“: Пиӣх 


KeK,” кєк 


一 >! enguNids — | рчфпфназ} 
ак K 


КЄК, `“ 


一 一 | DripW i'dx + 5 | qpIRuN.ds. 
о 


ma У) („ым = 0, 则 (5.3.9) 式 成 立 ， 在 OK 属于 до 


的 部 分 上 p 一 0, 而 当 K 的 # 一 1 维 表面 FA 69 时 ,由 引 理 
5.1.1, 存在 另 一 个 单元 K €K, EE F= 9 天 站 6 天。 由 假设 ， 
Пи |, = Пәки|» == Пдкеи | == ПЁ и|к, p ЕЕ ЕЖЕ, УҺ 9 天 
ЕРЕ Ni 与 ӘК EFE N; 大 小 相等 符号 相反 , 所 以 


| фрП М;а$ 一 -| ФП ийа, HEB >， | ФПМ; = 
JP F K ФҚ 
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o BD we W'e (Q), 证 毕 . 

在 w € Wl 时 ,在 引 理 5.3.1 的 条 件 下 , 要 证 明 we te ( Q), 
只 须 证 明 wlac 一 0。 当下 是 КЄК, 的 # 一 1 维 表面 且 FC 
ao 时 ,如 果 存 在 KE H. F= КПК, K'CR*— Q, ШШ 
引 理 5.3.1 的 条 件 可 得 w'|s 一 0. 如 果 对 所 有 这 样 的 都 能 在 .25- 
中 找 出 相应 的 天 ,那么 可 证 得 WicW'e (O). 

现在 讨论 插值 算 子 HE, Пок 等 具体 表达 方式 。 Жл 是 整 
ЖН 0< < 1. 设 存在 定义 在 ССК) 上 的 由 M， 个 线性 独 
立 的 线性 连续 泛 函 构成 的 向 量 

ФЕС e ) = (@.x( Ds pur DT 

以 及 Gi.x € P(K), gz x€ L>°( 8 K), 1<iíi< M, 使 得 当 y € С: 
(К) 时 有 


м, м, 


Піо = У\ ф.к(0)С, к, Поко 一 > Ф:.к(0)2:,к› 
іт 1 t=1 


(5.3.10) 
且 当 Mgr = 0, Пәке 一 0 ЮЙ, фә) = 0, Ж фк 是 插值 参数 
或 节点 参数 。 
记 L, 是 NE 的 维 数 ,选择 N& 的 一 组 基 
{рЁк|1 < < Le} 
记 Пеи 在 这 组 基 下 的 坐标 向 量 是 Cer) Ф 
600) = Chere)", `. "Ú. KT) S 
则 通过 (5.3.5) 可 以 得 到 
АКК») = ОФ), (5.3.11) 


其 中 4 E (> ы) 阶 对 称 正定 阵 ，g 是 (>: L.) x Mi 阶 


ЖЕЕ, Ak 的 形式 是 
Ag 0 


0. А 
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аљ Lu AREER, GOB k TRE |, rixrixdr, Q4 
的 形式 是 
OF 
Qk = О? , 


Ог 
ой 是 ых M, 阶 阵 , 它 的 第 jk 元 素 是 | рвал, 一 


|, Dipu Gk dz, 


本 书 总 假定 MoL; 是 天 无 关 的 整数 。 

pk(v) 的 分 量 Ф, ки) 一 般 是 ”在 某 点 的 函数 值 ,导数 值 或 
某 种 积分 平均 值 ， 在 点 值 的 情况 下 称 这 些 点 是 单元 节点 ， 当 微分 
方程 的 问题 化 成 有 限 元 方程 时 ， 求解 的 就 是 这 些 泛 函 值 $j,x(v) 
而 不 关心 ç 究竟 是 什么 。 

由 上 述 讨 论 可 知 , 构 造 有 限 元 空间 ,只 要 完成 下 述 三 条 ， 就 可 
以 按 着 固定 的 方法 和 0 的 剖 分 情况 得 所 需 的 空间 了 。 

(1) 给 定单 元 的 几何 形状 ,确定 集合 C; 

(2) 确定 节点 参数 ; 

(3) 构造 Пї,П»к K NR. 
下 面 举 一 些 例子 ,一 方面 说 明 怎样 构造 有 限 元 空间 , 另 一 方面 这 些 
单元 也 是 实际 常用 的 . 


1. Lagrange 型 单 织 形 单元 


这 一 类 单元 的 形状 是 单纯 形 , 即 .26” 由 所 有 单纯 形 组 成 ， 而 
且 用 到 的 节点 参数 都 是 函数 值 。 只 用 函数 值 作 节 点 参数 的 插值 算 
子 通常 称 为 Lagrange 型 。 另 外 这 一 类 单元 都 是 用 一 套 函 数 逼近 
方法 构造 的 , 即 只 给 出 па 的 构造 则 可 ， 

SLC1 元 。 单 元 形状 是 单纯 形 ; n 十 1 个 节点 参数 是 单纯 形 
的 顶点 a (l< í< n + 1) 处 的 函数 人 《参见 5.3.1 ED, 即 对 
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vé ČIK’ purto) = и(а),1< i =< n+ 1, По 用 重心 坐标 可 
表示 如 下 : 


n+l 
Iv = У) lvi (5.3.12) 
i=l 
а 
з 
as ` 
a, 
a as 
az 
п=2 s= 
图 5.3.1 


在 图 5.3.1 中 ,一 个 圆 点 表示 节点 参数 是 该 点 的 函数 值 。 另 外 用 〇 
起 示 菏 点 的 4 个 一 阶 导 数值 ，@ 表 示 所 有 的 二 阶 导 数值 ， 由 重心 
АКЕ УНГАН, Пре eP (K). НР a, 点 的 重心 坐标 是 u= 
1,45 == 0,J > i, PTU (П%»)(а;) = eCa). 

SLC2. 单元 形状 是 单纯 形 ; 记 单纯 形 天 的 顶点 是 oi(1 < i < 
n + 1),K 的 每 条 边 中 点 记 为 oz ан == Harta), 164 < j< 
8 十 1。 节 点 参数 是 sa; 点 的 函数 值 : vj = (а), о = (а), 
„є CIK)， 一 共 > (n + 1) (n + 2) 个 (EmA 5.3.2), прє 
PK), 具体 形式 是 


Піо = > 4,024; 一 Dr; + 


#=1 


44,40; э (5.3, 13) 


1<;<j<=w+1 


不 难 验证 Mkola) = vis ikola) "= vii 
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图 5.3.2 
SLC3 sc. 单元 形状 是 单纯 形 , 记 单纯 形 玉 的 顶点 为 all < 


， . 1 
i< n+ 1), er = + Qa, + aj), i эе}, ан = + (a + ai + 


а), і<ј< К, 则 节点 参数 是 Gis ашу ап, 点 的 函数 值 С 
5.3.3). Моє СК), Піо 表达 式 如 下 : 


п = У) > 1,(32, — 1)(34, — 2),а,) 


i=1 
+ >; > 1,11; (32; 一 1)e(a;;) 
二 了 


+5 271,44), (5.3.14) 


i<j<k 


5.3.3 
e210。 


图 5.3.4 
可 以 验证 Hke(a;) = vla), HkeCÇ(a;i = #баш),- Проба) = 
ИСТЭР 

SLC3” 元 。 单元 形状 是 单纯 形 ， 单纯 形 天 的 顶点 是 GUS 
i<n+ D， 记 аш = Qa + asi эе}, (G+ 0) ВАЕ 


数 是 asau 点 处 的 函数 值 ( 见 图 5.3.4)。 对 于 e€ CK), Hke 的 
表达 式 如 下 : 


а+1 
і = | 2 
x (34, — 2) 
_ 2 а, ла 
2 ра a) еба) 
p&i. 
9 | 
+) [2.1 (31, — D 
[ыр `2 1 2 
а12 
+ 27 44, 图 5.3.5 
4 
х >) n) vlasi)» (5.3.15) 
ЕТ) 


可 以 验证 Пки(а,) = 0(а;), Пб о(а;) == оба), 
SLNI 元 ， 这 是 一 个 三 角形 单元 ， 参 数 是 三 角形 外 每 边 中 点 
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的 通 数 值 ( 见 图 5.3.5)。 对 v ECK), ike 的 具体 表达 式 是 
Піо 一 > Q; 十 Ai 一 lae Caide (5.3.16) 


ч 
KERE, Mkola) = оба), 


2. Lagrange 型 矩形 单元 


这 一 类 单元 的 形状 都 是 矩形 ， 且 和 矩形 的 各 边 分 别 平行 于 某 个 
坐标 轴 ， 用 到 的 节点 参数 都 是 函数 值 。 这 类 单元 都 是 用 一 套 函 数 
逼近 方法 构造 的 ,所 以 只 须 给 出 ПЕ 的 构造 。 

КІСК 元 (2 1)， 单 元 形状 见 图 5.3.6 和 5.3.7。 为 了 描述 
ЛЗ ОНЕ ЯТ, ОЛА, ITEE К, 存在 一 个 点 
和 = 个 大 于 0 的 数 h, h, E K = {Crt х„)|х = 
z + hi 0 < š << 1,1<< i< ny. i 5а = {Са х.) |а = 


m + h, Phe olki Liah (十 1)* 个 节点 参数 
是 S, 中 每 点 的 值 ， 对 于 oe ССК), Iko 的 表达 式 如 下 


me У) (E=) 


о, рса jel НЕЧА 1—4 


ха О, оа а) (5.3.17) 
TAR o(a В, е, н) о (af + 各 -ze + 
+) 


RLC2 元. 2 一 2， 单元 形状 是 矩形 ， 8 个 节点 参数 是 KK 的 
顶点 和 各 边 中 点 的 函数 值 ( 见 图 5.3.8)。 К 可 以 如 下 表示 ， K 一 
(G,z)]| + Ь&,0 SE S l,i m 1,2}, {д оё&,== 1— 5,5, <= 1 
— Ё,,ё "= E i= 1,2,++°,, 令 

Pi = Eingi CE F 253 一 3) 1< i < 4, 
5.3.18 
L. = —4 iil н — D ,1< i < 4, ( ) 
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则 Моє CK), kv 表示 如 下 


8 
Пе = >) риба), | 5.3.195. 
i=l 
4 47 аз 
24 аз 
аз ав 
"| a) а5 as "| а a2 
xı x1 | 
5.3.8 5.3.9 


Wilson 75. 单元 形状 如 图 5.3.9,6 4-5 £: ДЕК ПОЧТИ 
点 处 的 函数 值 及 ССК) ERZA Ceol), p:a) = 0, Vp € 
ОК), = 1;2。 单 元 玉 按 RLC2 元 描述 , HJ Vs € C (K), По 
表达 式 如 下 : i 


4 
w = + D O HENO + E162) v (0;) 


+ 2) $i(v)(1— Ei), (5.3.20) 


其 中 а; = Qa + В, x) + Eh), MERI kela) = e(a;). 
上 面 例 子 使 用 的 节点 参数 都 是 函数 值 。 下 面 给 出 两 个 使 用 导 
数值 的 例子 ,它们 称 为 Hermite 型 单元 ， 因 为 这 两 个 单元 都 是 用 
一 套 函 数 构 造 的 ,所 以 只 给 出 п, 
SHC3 元 ， 单 元 的 形状 是 单纯 形 , 记 a (1 < < n+ 1) 是 K 
的 顶点， вик = lata Ha), Kijk n 1. 参数 
点 а; ХАНАЖ n NEREK aja 点 的 函数 值 ( 见 图 
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5.3.10) ,—Jt A (n + Dn + 2)(n + 3) 个 参数 。 Vr € CK), 
Пи 用 重心 坐标 可 以 表示 如 下 
Hkv = У) (24 + 342 — 74; У) аа) о(а;) 


i=) ні 

+27 У) Адак) 

i<j<1 
+ У 21,4 (22; + 45 — 1)ре(а,)(а; — а;), 
(5.3.21) 

其 中 Dv = (р^ю,..-, реку, роба) Ca; — а) 是 Dela)! 与 
аз 一 а; 的 内 积 。 可 以 验证 : Mkv (а) = o(a,), ОП%е(а,) = 
De(a,), П%ю(авӊь) = e(a;+), 


5.3.10 


Zienkiewicz 元 。 单 元 形状 是 三 角形 (x а 2). 记 4,,а,,0; 是 
玉 的 顶点 。9 个 节点 参数 是 a; 点 的 函数 值 和 两 个 一 阶 导数 值 , 见 
Н 5.311, Vv єС(К), Пі, 用 重心 坐标 表示 如 下 


Mko = У) (3— 24,) + 2414,43), (а;) 


i=l 


+ D 1 муа + 2 WD) — aj), 
е? 


f (5.3.22) 
可 以 验证 IHIke(a,) = v(a), ОП e (ai) 一 Ре(а,), 
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ЖЕЕ Kar УП, % a # ЖЕЙ ЖОШ ВАО РАЈЕ, 

RQC4 元 《4 参 拟 协调 元 )，2 一 2， 单 元 形状 是 各 边 分 别 平 
行 于 坐标 轴 的 矩形 , 4 个 节点 参数 是 各 边 中 点 a, 处 的 函数 值 ( 见 
图 5.3.127。 记 > 是 天 的 形 心 , 则 K = {Ce х,)|х, = z+ Eih, 
[2,1 1,íi = 1,2}, їп а ДАК (x) HA, xlt ik) a, 
点 所 在 的 边 为 Fi, Vo € СК), Пао, Поко 如 下 定义 : 


Hgo = $ > [1 + 2815, + 215, + СЕЕ 
і= 1 
一 EIRIN CEE — Ek) leta), (5.3.23) 
Hary |р, = vCa;) + 1 Eiin OLan) — 2(а;1)), 


i= 1,2,3,4, — (5.3.24) 
其 中 a= 41500 = й,Ё ы = E Ë = hi, Nk = {1,&\,&,} 张 成 的 
空间 ， 若 记 ФАКСИ) = (оба), eola) МЕ HERRY {Lë 
35， 则 (5.3.11) 中 的 Ak 和 Ок 为 


4 
£ 0 
3 
4 К 
Ak == 3 hih,, (5.3.25) 
4 ` 
4 
3 
0 4 
3 
2Ё, 0 — 26, 0 
h, —h, h, 一 局 
| 0 0 0 0 
Окто ža 0 | 03:26) 
0 0 0 0 
— h, h, — h 
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Еа 
F, 
аз ay 

42 РА Ез 

Е; 

44 

0 xı 

图 5.3.11 图 5.3.12 


上 面 介绍 的 单元 中 ， Zienkiewicz 元 和 Wilson 元 分 别 是 由 
Zienkiewicz 和 Wilson 提出 的 ，RQC4 元 是 由 王 鸣 给 出 的 。 


554 有 限 元 空间 W; 和 W2 


本 节令 # 一 2， 即 0 是 平面 区 域 ， 考虑 用 于 逼近 W0) 
和 Dela) 的 有 限 元 空间 的 构造 , 设 0 是 多 边 形 域 ,{K。} a, 是 
ой Жу. A 是 一 类 单元 构成 的 集合 ，K， 中 的 所 
有 单元 都 属于 Ж, 

VK e .926 ， 给 定 四 个 线性 多 项 式 插值 算 子 ， I C:(K) 一 
Р(К) П.к, Пък, Пк: СК) > L” (8K), 以 及 五 个 РОК) 的 有 
限 维 子 空间 NM& ,0 < |61 < 2, 

对 于 0<]8|<2, 定义 п. ССК) -> NE WE: 对 于 of 
CK), vh F Е: 

i= 1, 2,| pHivdx = | pllagv Nds 一 | DripIlkvdx, 
K 8 K K 
Vp e Nz, 
| pHi2'9ç dx == |. РСМ!П$Дкө® — N,N 5go )ds 


一 j. Dopllgedz Vp € NB”, 
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2 | emlovdz = | РОМ,М,П\ь + (№ — МУП, оуд; 
一 人 paems 十 D“plte)dx ,Vp € NOD, 


|, pa dr == |， PCN о + NIN:Ixkz)ds 


— )кЮ%рП#әейх, Vp € NP, 
(5.4.1) 
定义 mi: C(O) — LtS(Q) шї: 
Vu € CO), liu)’ {к = ПЕ (и (к), [E] < 2,K EK, 
(5.4.2) 
用 于 逼近 W? (Q) 及 WC) 的 有 限 元 空间 按 下 法 可 得 
[л = {w|w = Пи,\/хЄ C(O)}, 
Wi = {wlw = Hiu, Yu € CCO)HD’u lao = 0,|8| < 2). 
(5.4.3) 
一 般 的 说 ,对 于 v€ ССК), Dingo = Hk"še(|8| < 1, i= 
1,2) 在 天 上 并 不 一 定 成 立 。 它 们 成 立 的 一 个 充分 条 件 是 
РП. є №,0 < |6| < 2, 


Пәке 一 Hgv | ок = Поки 一 2 Hgo | ок 
8 Os 


一 了 Sky 一 ӘМ lok = 0, 
(5.4.4) 
如 果 Ave ССК) (5.4.4) 都 成 立 , 则 WO 就 是 非 协调 元 空间 , 进 
一 步 如 果 Wica), W| Wi 是 协调 元 空间 。 类 似 于 W 的 
讨论 ,下 述 引 理 成 立 。 引 理 的 证 明 留 给 读者 做 为 练习 。 

引 理 5.4.1“ 如 果 Ve € CK), VK € Kp, (5.4.4) 成 立 ， 则 
ЮП юэ = По, || < 1, 5 一 12。 进 一 步 当 VK, REX, 
Е = KAK, 是 公共 边 ，Yre CCKIURK:)， 有 Поки – Поко | 
Myko 十 .Hikolz 一 0 时 , 则 ИСИ (o), 

现在 讨论 插值 算 子 Пф, Nor Ua H 及 ПЕ 等 的 具体 表示 
方式 。 设 存在 定义 在 Cu(K)(s € (0,1, 21) 上 的 由 M; 个 线性 独 

* 4195 


立 的 线性 泛 通 构成 的 向 量 ФЕС) = CHOP 1. ,$url )) X 
没 С,кЄ РСК), вк, gi, grr EL (OK),I < i< Mn MUJ >€ 
ск), 


M: 


м 
Про 一 У) Ф, к(0)С,,к, Поко 一 У) ф,к(и)8,к» 


м; M 
Поко = > bir(v) gr, Пако 一 > pir(v) ehr, 

(5.4.5) 
且 当 Про = 0, Пәке = Поко = Miko = 0 时 ， ФЕС) 一 0。 称 

Ф.к Ж ПЕ 等 的 插值 参数 或 节点 参数 ， 
іп L, 是 NEO < 18| < 2) 的 维 数 , 选 一 组 基 {реку 1 < 
I< 1%}СМ, W Пеи 在 这 组 基 下 的 坐标 为 Conr), 记 k = 
(Соке), балк)", Cane) T. 则 通过 (5.4.1) 式 可 以 得 下 

述 关系 式 

Акбк\ә) = Окфкб(0), (5.4.6) 
其 中 4 E(D ы) 阶 对 称 正 定 阵 ,0& 是 ( у] L) xM 


矩阵 。 本 书 总 假定 M. ,L, 与 天 无 关 。 AL 的 具体 形式 是 


а 0 
4% ma ARD 


0. AR» 
其 中 4k(|8| — 2) 是 L, 阶 对 称 正定 阵 , 它 的 第 六 分 量 是 


|Р. хаз, 0% 的 具体 表达 式 是 


Qg” + 
Qk =| oe” |, 
оё» 
ОЁС18| = 2) 是 Le X M, WER. ШЖ 
U U DINC n М#, (5.4.7) 


IBim2 ¿=i i=l 
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成 立 , MJ Vp ENR, || = 2,D“p € NU ji = 1,2, Ф (5.4.1) 
的 第 一 个 等 式 可 代 人 后 三 个 的 第 二 个 积分 项 中 ， 将 右 端 化 成 只 与 
Dorv, Msro, M Про 有 关 的 式 子 。 这 时 OË 的 第 ЖЖ 
是 

| eQ — NN. ya — | Dope N ds 


+ | D29000 G, ках; 
оў» 的 第 节 元 素 是 
1 РОМА + Ni — Муф 
一 | Серам, + рар? М n, ads 
+ |, 2р%%р бу, xde}; 
о?» 的 第 六 元 素 是 
|, pana, + У 


一 | Рр Ре; kN2ds 
K 


Ја 
+ | D°258PG,.dz, 


对 于 161 = 1， 通 过 (5.4.1) 也 可 得 (5.3.11) 式 ， 只 是 M, 换 成 了 
M:。 

与 第 三 节 一 样 ， 构造 WWi。 只 须 完 成 下 述 三 条 : 1) 给 定单 元 
的 几何 形状 ,确定 集合 .2 ;2) 确定 节点 参数 ;3) 给 出 Ik, Пр, 
Msiri 及 Nš. 下面 给 出 几 个 例子 。 对 以 (xi, zD, (= 1,2,3, 
为 顶点 的 三 角形 , 记 u 是 相对 于 顶点 i 的 面积 坐标 ,1<i < 3. 令 
b, = x; — усу = z — xb; c, (ë = 2,3) 可 按 下 标 轮 换 1 一 2 一 
3 一 1 得 到 。 记 i; 是 i 点 的 对 边 ,同时 用 它 表示 该 边 的 长 度 , | 天 | 
是 单元 | 天 | 的 面积 ， 

TQC6 元 。 六 参数 三 角形 拟 协调 元 ， 又 称 Morley 元 。 W 
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图 5.4.1 图 5.4.2 


由 三 角形 构成 。6 个 节点 参数 是 天 的 顶点 处 的 函数 值 和 各 边 中 点 
的 法 向 导数 值 ， 见 图 5.4.1。 取 МЕ = P, „Ку, 0 < |8| < 2. 


д . 
Vr € ск), Пк |z; = BN Сагзз)»#==1,2,3,П$ә l: = 二 (е (аз) 
1 


— #(а,)), Hee li, 一 m (оба) — (3), Поко |, = 六 (e(a)— 
vla) 4 4; = —2|K]1 1 (1 — 1), i= 1,2,3, p, = 0 + 
og; tagan re — 2,3, рар 按 下 标 轮换 1—52—>3-—> 
1 可 得 . | 


3 3 
nkv У) pola) + Dg E (аы). (548) 
t=1 i 


Пәке = Hkv әк. 恰好 按 上 述 定义 构造 ,有 Пф ә = "Р?Пко, iel < 
2. ЖЕ, Ik 和 Пу 可 取 为 ĝm Ht, х ЛЕНЬ 
调 元 . 

TQC9 元 . 又 称 9 参 数 三 角形 拟 协 调 元 。Y 由 三 角形 构成 . 


节点 参数 是 三 角形 天 三 个 项 点 а, 处 的 函数 值 和 两 个 一 阶 导数 值 。 
WE 5.3.11。 对 [8| > 0,NK = P, i (K) ike, Mort, Magt ‚Пк 
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如 下 定义 


3 
Пёо = У) (эз 一 24.) + 22.1.4з)е(а;) 


і 1 


+ У) Ñ +u uD) ~ ш)» 


1 <í ,)<3 
із} 
Həagt == IT&z|ar， П5кь == 2. Mke | or, 
$ 
Пк = У) А7:Рә(а;)(Ь, c)" i == 1,2,3, 
Р 


(5.4.9) 


可 以 验证 Пк, 在 oj ss D 点 的 值 等 于 Ок. | ЖЕ ау AWE. 


ТОС 12 元 。 又 称 12 参数 三 角形 氢 协 调 元 。 X 由 全 体 三 
角形 组 成 。 节 点 参数 是 三 角形 顶点 的 函数 值 和 两 个 一 阶 导数 值 和 
各 边 中 点 的 法 向 导数 值 , 见 图 5.4.2。N& = Р, (К), |8| > 0. 
对 于 z€ CHK), 


по = У) [з — 22) 


Ыы 


bibi + cic; , . 
— 2 5-59 | „(а;) 


i*i 1 
+ > aza; 一 二 >; Bibit си + “а 
141143 3 кау h 


x їз] Ребад(а а) 


3 
8 
一 > т 1.25 2. vlas),  G5.4.10) 


Поко = Пао | ок, Поко = 2. Пои | ок. 对 i= 1,2,3, 


• 223 ° 


H|, = У) А0225 — 15 DeG(ai)(b,,c iy. 
1<}<3 
ізі 


до 
+ D 4 27 (аз). 
z йа SN (5.411) 


р i= 1,2,3, $ wi 是 这 样 的 三 次 多 项 式 ，w; 在 天 的 三 个 顶点 
处 的 函数 值 及 两 个 导数 值 及 在 1, 边 中 点 的 法 向 导数 值 与 ” 在 相 
应 点 的 相应 值 相等 ,这 样 的 三 次 多 项 式 是 唯一 确定 的 ( 见 第 六 章 ). 
有 时 也 称 w; 是 用 天 的 三 个 顶点 处 的 函数 值 及 两 个 导数 值 和 在 !, 
边 中 点 的 法 向 导数 值 插值 得 到 的 三 次 多 项 式 . 今后 遇 到 类 似 的 说 


法 , 按 上 述 意义 理解 。 于 是 nt; 一 Go, 十 wi 十 шу), 


ёз 


а ae в 


5.4.3 图 5.4.4 


TQC15 元 。 又 称 15 &$% = ЖЖ ИНИ. A ZAKA 
成 。 节 点 参数 是 天 的 顶点 处 的 函数 值 及 两 个 一 阶 导数 值 ， 各 边 中 
点 的 函数 值 和 法 向 导数 值 , 见 图 5.4.3, НАМ 一 P,— (K), 1812 
0. ЖР ve СК), По (5.41), Піо 是 由 节点 参数 括 
值得 到 的 四 次 多 项 式 ,具体 形式 是 


3 


П 一 У) [чо — 1)(5— 41) 


iet 


e2. 


+ 2 У Chib; + сіс; ) (24; 一 1)4,2, >| ©(а;) 
jæi l B 


+ > 1 BIK] Ch; 一 11.42436 (аз) 


fw1 1, 


+16 У) [ааз + > L Gb + сүс 


t<i<j<5 дан] Fk 


+ bibr + cje (221, 一 ад) 


х >) rlar) + > 一 1 


Р) 


+2 У) бао (224 — Duan] 
k*i,j R 


х Do(a;)(a; — а;), (5.4.12) 
Пәке 一 Hgo | ox, Thro = 2 Піо | зк, 
Gs 
Bell 元 。 这 是 一 协调 元 。.3%Y 由 三 角形 构成 。18 个 节点 参 


数 是 天 的 项 点 处 的 函数 值 ,两 个 一 阶 导 数值 和 三 个 二 阶 导数 值 , 见 
图 5.4.4。 由 于 是 协调 元 ,只 人 须 给 出 пе, HF ”6 СКК), Ikre 


P;(K)， 在 天 的 每 条 边 上 Э beli € P.G). поо 由 节点 参数 插 
得 到 。 | 


А ' 
—— 2А 1—j 


图 5.4.5 图 5.4.6 
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Argyris 元 。 这 也 是 一 个 协调 元 。.2 ”由 三 角形 构成 。21 个 
节点 参数 是 三 角形 顶点 的 函数 值 ， 二 个 一 阶 导数 值 和 三 个 二 阶 导 
数值 ,各 边 中 点 的 法 向 导数 值 , 见 图 5.4.5。 对 o € ССК), Hke 是 
由 匠 太 参 效 括 值得 到 的 五 次 多 项 式 ， 

面 六 个 例子 均 是 三 角形 元 ， 下面 给 出 四 个 矩形 元 ,。 令 A 
sa mas enam е к ? 为 形 心 ,2 有 2h, 为 
平行 于 n 和 x; 轴 的 边 的 长 度 的 年 形 K, 引 和 人 下 述 变换 : 
Ë = х + АҺ 
х, = х + Èh, 

RQC8 元 。 也 称 8 参数 氟 协 调 元 ，8 个 节点 参数 是 天 的 顶点 
a, HAREMA PA ó, 的 法 向 导数 值 , 见 图 5.4.6。 取 № 一 
P,(K),i = 1,2,М 9 = ѕрап{1,&,}, NE? = Р,(К), N? = span 
{1,4}. KE зрап{-+-} 表示 由 {…} 张 成 的 子 空间 。 记 a 的 坐 
Ў) (x)! + Shom T+ Sh),b, ERA Cl + gihe + ih) u 
b, 所 在 的 边 为 Pi,1 所 i 4, 对 e€ ССК), Пи 和 Піко 表达 
АЕ: 


‚ |š£,| < 1, (5.4.133 


Піу = 1 У (1+ EDO + iE Jola) 


i= 1 


图 5.4.7 图 5.4.8 
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| < ; By /,,、 | 
-= 四 人 一 1) 00 (Ьу, 5.4.14 
+ я È БиС, 1) ЭК (ó;) t ) 


Ə ы ivi ` 
Пф» |», = с (hi) + m. >) tingin la) i= 1,2,3,4, 


(5.4.15) 
Ж h = hish, = has Eiry = Еі, Ед = Ez. Torv = Пко |a, Поко 


2 Пк» lor. ÆW pil) = Wla), ola), ola) ola), x G), 


Dr ðv А Ov 2 2 
ƏN (2,), ӘМ (2з), ƏN СЬ.) )7, д] Ак 和 Ок 的 具体 形式 是 


Аі = hh 4 


Ë, Ë, b, 
-4 а 2 0 —2 0 
h à à ` i 
一 2 2 一 2 0 0 0 
0 о оо 2 0 +F 
h h À 
h ОТ» 一 大 0 2h 0 一 2 所 
(5.4.16) 


Піо 和 Mkv 是 这 样 构造 出 来 的 ,对 于 i = 1,2,3,4, Ħa, 
a 点 的 函数 值 及 bo bn 点 的 法 向 导数 值 插值 得 一 个 二 次 多 项 
式 , 再 将 bn 点 换 成 bia 点 又 得 一 个 二 次 多 项 式 ,两 式 相 加 记 为 
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4 
А 1 
2ш", Й) Okeri; = 2 ш! |р, Iko == pi 之 w, 


Adini 元 。 这 是 一 非 协调 元 。12 个 节点 参数 是 玉 的 项 点 a, 
处 的 函数 值 和 两 个 一 阶 导数 值 , 见 图 5.4.7. iE = (G.D li S 
4,2 2), 17—11 = 1 R3}, MU e€ CK), iko 表示 为 


Hkv = У piv(e;) + >] Pu Do(a (ai — а), (5.4.17) 
其 中 
„= а+ ауа + ы) (1+ 54i EEEN, 
4 2 2 


1 
Pin 一 16 (1 + EDO EYO — 8), 


Pia 一 Б (1 + HRPU ~ E) 


(5.4.18) 

可 以 验证 Пробај) = v(a), De(a,) = DIkola;), 1 <i < 4, 
RQC12 元 .也 称 12 参 矩 形 拟 协 调 元 .节点 参数 与 Adini 元 相 
E. NE= P,(K),i=1,2; М0 = М2 =врап{ 1,21, E2818} NEY = 
ѕрап{1,&,,5,,1,81). s€ ССК), Пк» 由 (5.4.17) 定义 ,Terz 一 


Пұо | әк, Поко = ð П$к® |әк› 
. ðs 
Do |p, = + (1+ E) р%(ау + n (1 — #)Р%ю(а,), 


(5.4.19) 

对 其 它 边 可 以 类 似 地 定义 Hrv, 
Bogner-Fox-Schmit 元 .这 是 一 个 协调 元 ,16 个 节点 参数 是 下 
顶点 处 的 函数 值 ， 两 个 一 阶 导数 值 和 DU”, 导数 值 ， 见 图 5.4.8. 
Wv € CCK), Hkre Q.(K) 由 节点 参数 插值 而 得 。 本 书简 称 此 元 
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为 B-F-S ж. 

对 于 插值 算 子 H.I. Ik iie 及 Nk 等 可 以 不 用 多 项 式 
形式 , 换 成 其 它 形式 ,例如 有 理沙 数 , 三 角 函 数 等 等 ， 

上 面 讨 论 的 都 是 单元 形状 是 单纯 形 或 平行 多 面体 的 情形 。 对 
于 是 一 般 形状 的 情形 ， 仍 然 可 以 按 (5.3.5) 式 和 (5.4.1) 式 定义 有 限 
元 空间 。 如 果 单 元 是 通过 某 标准 单元 的 某 类 映射 得 到 的 ， 可 以 通 
过 标准 单元 上 的 算 子 I 等 ,按照 Df 和 D: 等 的 对 应 关系 定 
义 一 般 单 元 上 的 ПЁ 等 。 这 些 内 容 已 超出 本 书 的 范围 , 请 有 兴 
趣 的 读者 查阅 有 关 文 献 。 

本 章 中 的 有 限 元 空间 是 通过 映射 Пр.С"(0) + иг 得 到 
的 。 由 第 三 、 рца О ГАІ, Пк 是 由 Gi,xsgiz(gi,r | ghz) 和 
binl < j < М, ЖЕУ, 所 以 对 有 限 元 空间 也 可 以 这 样 描 
述 。 把 фк" u, z BRE RREA, 定义 天 上 的 к) 


的 子 空间 Ур 为 所 有 这 样 元 素 的 集合 ，vE VR， 则 e = > Ši 


=1 


Ci (Si Мы Š u, )7є КЧ, 对 0< 181 < =< т, v? Ж (5.3.5) 或 
(5.4. DEX, 将 其 中 的 пө 换 为 0*,Пько,П\ки,П5ко 分 别 换 成 
клр ро bebe 这 样 WT = {w € L” (0), 


=1 


wize Vr, Vke Kis, w 通过 F € 2, 时 满足 一 定 的 要 求 }。 例 如 
用 SLCA 元 构造 的 有 限 元 空间 等 于 空间 (w EW'*(08),wlxe Pr 
〈&7)}， 这 样 的 描述 比 前 面 的 要 简单 , 但 讨论 有 限 元 的 逼近 性 还 需 
要 给 出 算 子 пе Ж, 

上 面 介绍 的 单元 中 ，Bell 元 ，Argyris 元 ，Adini 元 , Bog- _ 
ner-Fox-Schmit 元 (B-F-S 元 ) 分 别 是 以 给 出 者 的 名 字 命 名 的 . 
TQC6 元 是 Morley 首先 提出 的 , 唐 立 民 等 用 拟 协 元 技巧 重新 给 
H, TQC9 元 和 TQC12 元 也 是 他 们 给 出 的 42o。 蒋 和 洋 给 出 了 
TQC15 元 并 用 拟 协 元 技巧 导出 了 Bell Z, ROCI 元 是 石 广 
玉 给 出 的 《参见 大 连 工 学 院 硕士 论文 ， 十 二 参数 盾 形 拟 协 调 板 单 
元 ,1980)，RQC8 元 是 王 鸣 给 出 的 ， 
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在 本 章 第 三 节 中 介绍 的 Zienkiewicz 元 ,通常 是 当 作 遮 近 
Sobolev 空间 W”(9) 的 有 限 元 的 。 这 是 一 个 非常 有 趣 的 单元 ， 
不 少 力学 家 和 数学 家 对 它 进 行 了 研究 。 在 三 角形 的 所 有 边 都 分 别 
平行 于 其 个 固定 的 直线 时 , 它 是 收 化 的 ,否则 是 不 收敛 。 
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第 六 草 ”有 限 元 的 基本 假设 


在 给 出 了 有 限 元 空间 的 构造 方法 之 后 ， 本 章 讨论 关于 构造 有 
限 元 空间 的 Nk ,I ,Tax 等 的 基本 条 件 。 这 些 条 件 要 使 有 限 元 空 
间 具 有 良好 的 对 Sobolev 空间 通 近 性 质 ， 而 且 还 要 容易 验证 、 适 
用 范围 广泛 。 除 此 之 外 ， 这 些 条 件 要 有 一 定 的 力学 意义 本章 给 
出 了 六 个 条 件 : 仿 射 连续 性 ,尺度 不 变性 , 弱 连 续 性 ,逼近 性 ,单元 
秩 条 件 和 强 F-E 检验 。 第 一 节 叙 述 了 这 六 个 基本 条 件 , 第 二 节 讨 
论 仿 射 连续 性 ,尺度 不 变性 和 弱 连 续 性 的 验证 ,第 三 、 四 \ 五 节 分 别 
讨论 逼近 性 ,单元 秩 条 件 和 强 F-E 检验 的 验证 。 


561 有 限 元 的 基本 条 件 


记 N= {1,2,---}, 令 Хк 一 (mz, Пәк, №}, Zk = {пк, 
Пък, Пак»П5к,№). 首先 设 .9 的 元 素 或 者 全 是 单纯 形 或 是 全 是 
平行 多 面体 。 并 且 假 设 .VY 具有 下 述 性 质 : 1) Ж К„є Ж, me 
М, H. Вк, ЩТ Br, K 是 一 个 单纯 形 或 平行 多 面体 , 则 Ke 
H2) VKE Ж“, V0> 0, ја K = {|5 = Өх,хє К}, WJ Ë € 
Ж, 

由 第 五 章 第 二 节 可 知 ,任意 一 个 单纯 形 或 平行 多 面体 及 ,都 有 
仿 射 变换 Р.К 使 得 FxR 一 K， 所 以 可 以 经 Рк 变换 将 
天 上 的 Пк, Пок K Nk 化 成 定义 在 È КЮН 成 ,让 x MA 
数 空间 ÑE. WRAK K AL, Aor 和 ÑË 都 相同 ,那么 任意 
多 的 Xk 的 讨论 就 化 成 了 标准 单元 K 上 的 Sk 的 讨论 。Ciarlet 
注意 到 了 这 一 点 ,提出 了 仿 射 族 的 概念 ,并 用 仿 射 变换 的 技巧 解决 
了 一 大 类 有 限 元 的 逼近 性 。 

Ж 38(m 一 1,2) 是 仿 射 族 , 如 对 VK e SZ ,下 述 两 个 条 件 成 
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一 全 М. 
У; 1) YKE JÆ Wve Сз"(К), По = Ikt, Marv == Magt; B 
СГ “s. ^ 
m= 2 时 , 还 有 По = |В:7 0|4е:В Пед, По = ВЕТА 
пу? + МВ ВЕТ ВЕТА 2) 对 i= 1,...,m: 存在 
Мес P (K), 使 得 NK = (plp = ñ ° Ек!, мрен, 18| =, 
Vk € OV ; 或 者 当 所 有 的 KEX, Bz 都 是 对 角 阵 时 ,有 Nk= 
{plp = ó+ Ек, Vp e N), 18| < т, 
当 把 单元 构造 所 用 到 的 法 向 导数 数值 做 节点 参数 时 ， 仿 射 族 
的 性 质 不 再 成 立 ，Ciarlet 的 补救 方法 一 一 几乎 仿 射 族 提 得 勉强 . 
我 们 将 仿 射 族 中 相等 的 要 求 改 为 连续 性 要 求 再 加 上 尺度 不 变性 就 
将 仿 射 族 的 概念 拓 广 了 。 
称 Zg(m 一 1,2) 具有 仿 射 连续 性 ， 如 果 当 (К.С, 
Bz, 收敛 于 Вк, 时 ,下 述 两 个 结论 成 立 : 1) 对 7 一 1， …，M。， 
ИК. — 
Фк, 在 ССК) 的 对 偶 空间 的 范 数 下 收敛 于 Фк, Gi, 一 至 
P AN, AN AN ч 
AF Gir,’ Eir (Ehr? ERK.) 在 L=( 8 É) 意义 下 收敛 于 EDK, 
Ceir sgir); 2) 40<|6| Sm, 1=1,--.,1,, рЁк, 一 致 收敛 
于 phr,. f 
对 定义 在 玉 或 OK 上 的 函数 w, i P = wI), z€ 
Ё m {y| y = 6z,x€ K} 或 ОК, Жк IRC = 1,2) 具有 尺度 不 变 
性 ,如果 VK e 9,90 > 0, щ weCm(K) 时 有 Mw = Пё@, 
Поки = Пока ~ ӨП, se ~ ORE), Sw 0< |1 < 
m B, (Piel 1,5,1) 是 NE 的 一 组 基 ， 
用 хе 构造 的 ӨК 上 的 函数 通过 单元 内 表面 时 可 以 是 间断 
的 ， 由 于 要 近似 连续 的 函数 ,所 以 要 有 一 定 的 连续 性 ,为 此 引进 弱 
连续 性 的 条 件 。 称 IRC = 1,2) 具 有 弱 连 续 性 ， 如 果 VK e ОГ, 
在 天 的 每 个 (w 一 1) ШЕР E, Пәки|к(П$кю|»,П$кю|»)є 
C(F), Vua € Cm(K)， 而 且 存 在 C(F) БАВЕ ТУ PR Ф, 
Св, ФК) 具有 性 质 : D dra) = 0Ce0r(1)065(1)65G(1) =< 0) E. 
ФСФ; ФР) 的 范 数 不 超 过 1;2) Æ 天 ,天 的 交集 下 是 K,, K, ËJ 
公共 2 一 1 维 表 面 , 则 Va € Com(KUK)， pplTor | — Пък, 
wlr) = 0(ФЕ( Пк |в + Поко | s) 一 pi ню |р + D3r,w | p) 
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=0), 

用 Хг 构造 的 有 限 元 空间 W” 要 通 近 Sobolev 空间 W** 
(9)， 所 以 要 具有 一 定 至 近 精 度 。 这 一 点 由 下 述 副 近 性 保证 。 称 
Хк 共有 逼近 性 ,如 果 存 在 r; € N, = 1,2,3, 使 得 r; + 1— я> 


m, i= 1.2, 且 当 рєр,(К) 时 IDp— p, 4 pe P, (K) 时 ， 


Harp = pla; P, (K)C [| М, 类似 地 , 称 X: 具有 逼近 性 ， 


Іі ==1 
如 果 存 n ;>®2(г=1,‚,...,5) 使 得 r+l1— s> <i<4, 


H Vpe P, (K), Hep= p; УрєР„(К), Пькр== plox; УРЄ 
P.(K), Niep = ŠP lor; Vpe Pr(K), пур = ŠP к; = 
Os ƏN 


1,2, P, _(K5C [) NE. 
Ё =} 


逼近 性 的 核心 是 : 对 ХЕ, ШЖ нж ЕНИ ПЕ 
СЕ < m) 要 对 二 次 多 项 式 保 持 不 变 : Пер 一 D°p,Vp € Р„(К), 
从 力学 的 角度 看 ， 是 保证 有 限 元 空间 能 生成 所 有 的 常 应 变 状 态 。 

Ж ZE(m 一 1,2) 满足 单元 秩 条 件 ,如 果 对 任意 КЄ, 


Е О 的 秩 是 Ma— + m(m + DD. 


单元 秩 条 件 的 力学 意义 是 零 能 模式 只 能 是 刚体 位 移 。 从 数学 
WAREKE, Iko 是 对 应 рео 的 ,虽然 导数 关系 不 一 定 成 立 ， 
但 有 一 定 的 导数 作用 。 单 元 秩 条 件 的 要 求 是 : 从 ПЕРСЕ = m) 
为 0, 导出 Hr 是 m — 1 WZ WN, 

W re{0} +N, # Zk 通过 > 阶 强 F-E 检验 ,如 果 VK e 
X, Пк 可 以 分 为 两 部 分 : Mor 一 I3x + H3x， 且 具有 下 述 性 
Ж: (1) Vp € PAK), Покр = р|әк;(2) 如 果 天 KE. Е 
KN K, 是 公共 (в 一 1) Ж ж H, MI Vw € CICK, U K,), Vp € 
P,(K,UK,), 有 
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Í РСП кою — Mir w )ds = 0; (6.1.1) 
F 
(3) Ve € C'(K), Ype P К), 
| pHsrwNids = 0, í 一 1 ,- 从。 (6.1.2) 
dk 


类 似 地 , 称 xk 通过 r 阶 强 F-E 检验 ， 如 果 对 УК Є +, Пк» 
П 可 以 分 为 两 部 份 : Hš, = H3k + Пк, HY = Пк + Hye, E. 

. ЗЕ == Op МЕ, — 0 
具有 下 述 性 质 : (1) Vp € P CK), П5кр D5 әк? Mak? ƏN? 
laz; (2) 如 果 K,, REX, F = KNK: 是 公共 边 ， 则 Vw € 
СК, UK, vpe P (K, UK,), 有 


|, РО + mkaoya = | ро + ПЖ в): = 0; 


(6.1.3) 
G)Vwe ССК), vpe РАК), 


М 一 NN: TEYE w \ 
j p |2NN, N:— N: а= 0. (6.1.4) 
oK 


N: мм, “28% 

0 阶 强 F-E 检验 简称 为 强 F-E 检验 ， 强 Е-Е 检验 的 力学 
意义 是 位 移 可 以 分 为 两 部 份 ， 一 部 分 通过 单元 内 边界 是 积分 连 
续 的 ， 另 一 部 分 对 刚体 位 移 没 有 贡献 且 产 生 的 应 变 与 党 应 力作 用 
所 产生 的 能 量 为 0. 

本 书 对 构造 有 限 元 空间 的 xk M 的 基本 假设 如 下 : 

к 具有 仿 射 连续 性 ,尺度 不 变性 ， 弱 连续 和 逼近 性 ， 满 足 单元 秩 
条 件 且 通过 强 F-E 检验 。 本 章 的 其 它 内 容 就 是 讨论 这 些 条 件 的 
验证 。 

Ha。 的 条 件 可 分 为 两 组 ,第 一 组 是 仿 射 连续 性 ,尺度 不 变性 和 
弱 连 续 性 ,第 二 组 是 逼近 性 ， 单 元 秩 条 件 和 强 F-E 检验 。 第 一 组 
的 特点 是 容易 验证 ,常规 的 有 限 元 都 能 满足 ,甚至 构造 或 检验 单元 
时 可 以 不 去 若 忠 ,这 里 要 求 是 为 了 数学 的 证 明 严 格 性 , 仿 射 连 续 性 
和 尺度 不 变性 可 以 看 成 是 Nk 的 几何 性 质 ， 第 二 组 在 有 限 元 方 
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法 的 解 的 存在 唯一 性 ， 收 敛 性 和 误差 估计 的 讨论 中 起 着 决定 性 的 
ЕН. 


62 ” 仿 射 连续 性 ,尺度 不 变性 
和 弱 连 续 性 


从 对 具体 例子 ,比如 第 五 章 给 出 的 单元 ,验证 仿 射 连续 性 和 尺 
度 不 变性 的 结果 来 看 ， 这 两 个 性 质 都 是 成 立 的 。 本 节 试 图 给 出 一 
些 简 单 直观 的 条 件 保证 它们 成 立 ， 

首先 ,对 于 空间 Nk, 设 存在 一 个 固定 的 > 重 指标 构成 的 集合 
P, HAAR KEX, М = span {(x — bp)la € 1°}, W) NE 
满足 仿 射 连续 性 和 尺度 不 变性 的 要 求 。 事 实 上 ,可 以 取 NE 的 基 


是 (= 一 Фк), а € Р, 由 于 х— bz 一 Bx$, 所 以 ( o= 
(Br) 关于 Bx 是 连续 的 ,因此 МЕ 满足 仿 射 连 续 性 的 要 求 。 当 
0>0， KEX 时 ,显然 (xz 一 pr) 一 (0 这 一 bg)noe 1° E. 
NË 的 一 组 基 . 

现在 考虑 节点 参数 pir 1<)< М. BER j=l, 
Mns FE m(j) < Sa, E VKE ОГ, FE Тка» ‘Тн 
ЄК" 一 {0},фьк 是 下 述 三 种 形式 之 一 : 


9=%, 
PhO = ——— F lbnr), Б.к € K 
"к ӨТ; к, ` “OT „к,а ( ' к) * ” 
1 [ дт", 
КОРИ ИшИ 
' |K] кӦТ к," Тт (6.2.1) 
1 9"), 
pirlo) = 一 | ~p ds, 
' | F;l Fi ôT ihku’ . OT hkm 


Е, ЖК n— 1 维 表面 。 

如 果 bnr Fi 是 仿 射 不 变 的 ， 即 存在 biz, Ё, 使 得 Pp; = 
Frbt, Fi= Ffi, VK € ЖС RL heol < í < тС), 关于 
Вк 是 连续 的 ,例如 是 坐标 轴 向 量 〈8z),6 天 的 法 向 向 量 (6N) 
或 切 向 向 量 〈83) 等 , 则 Фк, 1<;=< M。 满 足 仿 射 连续 性 的 
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ж. | | 
现在 考虑 插值 算 子 芍 . 设 M 是 与 天 无 关 的 整数 日 M < M... 
YKE .HK， 当 s€ Com(K) К, Пао 均 是 线性 无 关 的 函数 рк» 
-pwr 的 线性 组 合 ,而 Potto Pu 是 仿 射 连续 的 ， 即 当 
{к} тс SC r, Be KAT Вк, Е, Рок, ERAF forl SIS 
M. УКєЄ Ж, 0 > 0, їа Ё = (y|y = Өх, z€ К}, А Bx Ж 
bog. pu 的 线性 组 合 。 设 存在 与 天 无 关 的 整数 mm > 0, 
m < т < М, EF Vv € em(K), 
д, 

OTj, att OT ikm 
2 | _— дтФи  _ 
IK| кт; кл" Т, к, 


1 | д", 
——\(| — “ f ds, F EK n— 1% 
| Filisi ӘТ;ка OT irmi ” 


表面 。 m, < і < М. 

(6.2.2) 

设 biz, Pi ВАБК, Tiri 1616 mG) 关于 Вк EE 
续 的 , 且 Tira = Tiril SiS mG) 

如 果 Ve € C:m( K), Пе? 由 插值 参数 birr), 1 < j <M 


Chir) bir EK, 1 <j < m 


bixkor) = dx, т" < j = Ms 


唯一 确定 , 即 由 下 述 方程 组 
т=п. ( =» . 
一 一 一 二 一 一 (一 一 V (бк) 
ôT irai’ . OT ihka) PK дТькл'” М ӨТ ikom) "к 
і<ј<т, 
l | O" HK g= | д", РА 
, 
b | K| кдТька: М -OT кт | K| кӦТ; к" . AT ir, mh 
m < ) < m., 
l | OD d= 1 | дт, ds, 
| Е;| PDTPpgi °°. ӨТ}, к,а 1F;| FO Tirs’ ° "ОТ к, (ў 
(6.2.3) 


唯一 确定 , 则 Hb 满足 仿 射 连续 性 和 尺度 不 变性 的 要 求 . 
事实 上 ， 我 们 可 以 证 明 这 一 结论 。 对 i> M, < M。， 取 
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ve CCK) 使 得 $j.xCv) = ба, НР dr) 一 0， j < M, 所 
以 Пои == 0, X Про 一 ф,.к(0)С,, к, pir) = 1, ТД G= 
0. 对 于 1<i<M, Ë veé Cm(K) 使 得 birle) == д, 1< 


jS iws MU Пке = С.к, 于 是 Ск 一 > cipnx Н, C, 由 下 述 
方程 唯一 确定 
rena ipana (Бк) = би, 1<j=< m, 
mr r. бш — dx = 8р, т<} m, (62.4) 
"С. 
т сөй “Т m <i <. 


上 述 关 于 с ЮУН КИНЕ АЭСР Bx 是 连续 的 ,而 且 可 逆 ， 
所 以 с, /一 1,-…,M 是 Bx 的 连续 函数 ,进而 Gi,x 是 Bx 的 
连续 映射 。 由 此 推 得 Hk 满足 仿 射 连续 性 的 要 求 。 

уУКє Ж, 6>0,јп Ё= (Z|#=0x, x€ KY,WJ big—0b 
Ё, = OF;, 所 以 由 (6.2.3) 推 得 


iK’ 


дпр ( arD 
一 一 一 一 -一 和 = ——— T (р) 
дТьк„ ӨТ өр — ӨТ», ӘТ, к" 
` 1 < j < Mis 
— ; 
1 Í "Пор 4 _ 1 | z 9" 
ІЁ JET irar -ӘТ,, IK] OTjg, - ӨТ, ж, 
dz, ті <] < m; 
— w 
1 Í апе, а _ 1 | B= 
|Ë; 1 ӘТ" "ӘТ, ІЁ 289 OT a: OT iR a 
а?, m < П < M. 


(6.2.5) 
由 于 Tiy 可 以 表示 成 pe，……,pus 的 线性 组 合 ,及 (6.2.5) 式 中 
将 ПУ 换 成 He MAREMA Ne 一 no, BD Ht 满足 尺度 
不 变性 的 要 求 , 

如 果 krool 分 别 是 满足 仿 射 连 续 性 和 尺度 不 变性 要 求 
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的 插值 算 子 日 г 与 K 无 关 , M4 Ik 是 Ik, Hy 的 与 六 无 关 
的 线性 组 合 时 ПЕ 满足 念 射 连续 性 和 尺度 不 变性 的 要 求 。 
如 果 Пк 是 满足 仿 射 连续 性 和 尺度 不 变性 的 要 求 的 插值 算 


FA Nar . =Hx ° [вк ,或 者 2 Пк * (ак 一 Mok’ s 或 -nx 
Os ӨМ 


“|ar 一 ПЖ 。 时 相应 的 算 于 满足 仿 射 连续 性 和 尺度 不 变性 的 要 
+. 

对 于 Hala ny 等 ， 考 虑 它们 满足 仿 射 连续 性 和 尺度 不 
变性 要 求 时 ， 也 可 以 对 天 的 每 个 (x 一 1) 维 表面 进行 类 似 的 讨 
%. 

在 工程 力学 中 实际 应 用 单元 中 ,作者 还 未 发 现 不 满足 仿 射 连 
续 性 和 尺度 不 变性 的 单元 。 

在 本 节 结 束 之 前 ， 讨 论 一 下 弱 连 续 性 。 设 К,,К,Є ОГ, В 
K, K, 是 公共 (2 一 1) 维 表 面 Е, Vr € C'(K, ок,у, 若 Hax,” | р 
与 Пако. 在 F 上 的 某 固定 点 处 相等 , 则 xk B £ ЕЁ 
的 1) 和 2)， 这 时 wp(z) 等 于 > 在 该 点 的 值 。 如 果 Поко 及 
Moro 在 F 上 的 积分 平均 值 相等 , 则 dr RER FERRIES 
值 ,这 时 下 也 具有 弱 连 续 性 的 1 和 2), 

ЖДИ, ХУК, 如 果 Vr e СК, UK), Пьки| 与 Поко |р» 
Hsz |= 和 Поко |р, Пов 和 ikole DE F ЕЕ 
点 相等 , 或 者 在 上 的 积分 平均 值 相 等 ,那么 弱 连 续 性 的 1) 和 2) 
RIL. 

不 难看 出 ,第 五 章 给 出 的 所 有 单元 都 使 弱 连 续 性 成 立 。 


563 Æ% 近 性 


ATTE Ук 满足 逼近 性 条 件 的 验证 。 由 还 近 性 的 定义 可 
知 ， 关 键 是 验证 算 子 Пк, ПСП, Mi) 对 某 阶 多 项 式 保 持 不 变 
的 性 质 ， 下 面 对 第 五 章 第 三 、 四 节 的 例子 进行 验证 。 对 于 协调 元 
和 非 协调 元 ,总 可 以 取 Nk 包括 任意 高 阶 多 项 式 的 全 体 ， 所 以 不 
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须 验 证 它们 ;另外 由 于 Har. = Mk” larr. = 2. Пк • lax» 
Hy, = 2 П ° lar)» 所 以 取 r, = ri, == 2 ,3(4, 5), 只 需 验 
证 Hk 对 r 次 多 项 式 保 持 不 变 。 . 

1. SLC1 元 。 对 此 单元 % 一 0，r 一 1， 所 以 当 n 满足 2> 
二 时 ， 到 近 性 成 立 。 当 o 一 2，= 一 1,2,3 时 逼近 性 得 到 保证 ， 
Vp € Р,(К)Пкр= р 可 由 Dp(ai)—plai), i=1,.…… n + 1 É F 
述 定理 保证 。 

定理 6.3.1 定义 在 单纯 形 久 上 一 次 多 项 式 了 由 它 在 KK 的 # 十 
1 个 顶点 a, 处 的 值 pCa) 唯一 确定 ， 

证 明 由 ¿(1 <i=<n+ 1) 的 定义 可 知 4,€ РСК), ME 
,4.+t 是 线性 无 关 的 .事实 上 ,着 六 сд: == 0, wS с:А ба) 


=c =0, 1<;<n+I1, В А, +, А, 是 Р.К) 的 
一 组 基 。 对 pe PI(K)， 记 ?在 这 组 基 下 的 坐标 是 co ` coa 


s+) 


Вр р == У! Cikis WE ci = plai), i= 1, n + 1, 所 以 了 由 
pai 1 <і< п +1, Ж Р. 

2. SLC2 元 , 对 SLC2 元 5 一 0， 一 2。 所 以 当 >20 
ЗЕТЕ БЎЗ. ПЕ 对 二 次 多 项 式 保持 不 变 的 性 质 由 下 述 定理 保证 。 


定理 6.3.2 ”定义 在 单纯 形 玉 上 的 二 次 多 项 式 p, 由 它 在 K 的 
n 十 1 个 顶点 a 处 及 每 边 中 点 a; = n (a, + а), < ; < ў 


r + 1, 处 的 值 唯一 确定 ，。 | 
证 明 4,(24;— 1), #—=1,--+,л + 1, 4, 1<і<ј<я 
+1 是 РСК) 中 线性 无 关 的 函数 ， 注 意 РСК) 的 维 数 是 村 Cn 


十 1)《n 十 2)， 而 这 组 函数 的 个 数 恰 好 是 7O 十 1)(n + 2), JI 
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以 它们 构成 PAK) 的 一 维基 ， 于 是 有 
р У А (2А, 一 1)р(а;) 


i=l 


+4 У) луба), VpE PA(K). (6.3.1) 


由 此 证 得 定理 6.3.2, 

3. SLC3 元 。 对 于 SLC3 5, я = 0, т 3, ЛЕВА 
的 条 件 是 4 二 n/o。 对 ПЕ 保持 三 次 多 项 式 不 变 的 性 质 由 下 述 定 
理 保证 ， 

定理 6.3.3 单纯 形 KK 上 任意 三 次 多 项 式 由 它 在 KK 的 下 述 子 
Ж Mi 上 的 值 唯一 确定 : 


MI) = {х= Ута» Dm= l,ni€ (0.2, Zap 
i=ì i= 


i=l 


I<;<n+ |. 


证 明 PK) 的 维 数 是 二 《x + (n 十 2)(n + 3), 而 相 


同 数 目的 三 次 多 项 式 : E: — DGA —2), 2 дА (ЗА, 一 1), 


ртн, ie j; 2722, і) к, RARR 
Ж: 对 其 中 任意 一 个 都 有 MI 中 的 一 个 点 ,在 这 个 点 取 值 为 1， 
在 其 它 所 有 点 取 值 为 0; 而 且 这 些 点 是 互 不 相同 的 。 由 此 可 知 这 
些 函 数 是 РСК) 的 一 组 基 ， 且 有 ， 


atl 


р > + А СЗА, — DGA 一 2)р(а;) 


= 
+ >) 2 UAG Ai 一 1)pleis) 
iw; 2 


+ 21 2720 plasa), Vp Ee РУК), ` (6.3.2) 
i 


i<i<à 
4. 5003 ж. HIZ, a= 0, r= 2, ж ТЕЙ AE ESE PE 
是 3>n/o, 为 了 验证 Пр 一 p，Vpe P,(K)， 首 先 给 出 下 述 定 
EIE 


Ж, 
定理 6.3.4 3 1<i<;<k<n+1, “рє Рк), $ 
bijr(p) = 12р(а; jk) + 2 У р(а) 


Г =, 


一 3 > Plann) (6.3.3) 

БЫРЫ 
则 对 Р: яа {р|рє PKK), Фир) = 0, 1<;<;i<k<n+1) 
中 任意 多 项 式 ， 可 由 它 在 KK 的 顶点 js 1<i=<n+1, 和 CH 
1<i, «л 1, іе у, ， 处 的 值 唯一 确定 ， 而 且 РСК)СР,, 
证 明 由 (6.3.3) 式 可 知 bad <i<;j<k=<n+ 1) 是 数 


+ 
目 为 《 ”。 ) 的 线性 独立 的 运 函 ， 所 以 _P; RERE (a+ у 


(Рк) 的 维 数 一 ( .由 (6.3.27 和 (6.3.3) 式 可 得 ， 


是 过 了 


p= У) [+ 1,(31, — 1)(34, — 2)р(а;) 一 4, à; > А ке ) 
1 jt 


+> [5 заза D+ ун, | 
定理 的 前 半 部 分 每 证 ， 

现在 证 明 PKP. 设 p€ P,(K), їп Dp 是 如 的 所 有 
二 阶 导数 构成 的 矩阵 
р°+ар ро+:р .. - Рр 

рер. + раар 

对 称 asp 人 
(虽然 Dp 是 常数 阵 ，Vij WE 1<i<;j<k<nxn+1, W 


[= {i,j,k} TES lel, 在 a 点 利用 多 元 Taylor 展 式 得 
рСаг) 一 phaiin) 十 Dplaiin Na — aiik) 


Г?р = 
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+ 1 (ar 一 a;i) D’ PCa — в), 161 


注意 D (а 一 ai) 一 0， 所 以 


TEI 


> pLa) = Зр(а) 


IEI 


+ > LS Ca — ai) D pla — а), 
iei 


类 似 地 , 当 I,m€ I, 1! >= m 时 ， 
plan,,) = рОан,) + Юр(а; Сап „ 一 а) 


+ 2-бап, 一 ак)" Орап, 一 ан, 


注意 
а; 一 T Cani + agi) = T баң + dii) 
1 
一 > Carri 十 ар), 
由 上 式 得 
У) plan,) 一 6pÇa;i) 
¿,= € í 
im 
十 一 >) (an, — ант Р?рбац 一 азу), 
21 ы I 
于 是 
12р(а) = —2 У) pla) + 3 > plann) 
iel ты 
一 5 (а; 一 aj.) D:p(a, 一 аӊ 
té? 
+ = 3 5 Can, 一 а)" D'plan, 一 ань)» 
2 i уте Ж 
因为 
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一 liir 一 了 (20а. 一 а) + (a, 一 aiio 


进而 
У) (а 一 ак)" D’plar 一 а 


LEl 


2 (an, 一 аі) Орбан, — вак) 


1, 
1 Ат 


= -45 (а — а; ур з (a, 一 мо) = 0, 


IEI 


所 以 peP. EE, 
由 (6.3.4) 和 (5.3.15) 式 可 知 ПЁ 对 于 二 次 多 项 式 保持 不 变 . 
5. RLC Ж. 对 于 该 元 ,5 一 0，r, 一 《， 逼 近 性 成 立 的 条 
件 是 &+1> 于。 现在 验证 Vpe Q (K), ПЕр 一 p， 特 别 地 当 
p€ PA( 天 ) 时 ， IIkp = p. 
定理 6.3.5 уре Q (K),p 由 它 在 5, 中 各 点 处 的 值 唯一 确 


E. 
证 明 只 要 证 明 


p= У] ре = 306 жю, 


Olis I Sk r=1 ` = = 4 
二 J veeQaAK)  (6.3.53 
k 
成 立 ,就 可 以 得 到 定理 的 结论 ， 而 且 得 到 Урє ОСК), Пур = p. 
PXE, ОКК) 的 维 数 是 (& + 1)", Hu 
a б, _.. 
0 < 7 < k, П ( H к) жа ры, 
i=1 бр li — ü 
是 QK) 中 线性 独立 的 多 项 式 , 个 数 恰 为 (А + 1)*。 注 意 
Рі, (т Мы >) = On Ols 
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тр G — 8) 
-ДАД =з 


就 可 以 得 到 (6.3.5) 式 。 
6. RLC? э. п 0, т, 一 2， 融 近 性 成 立 的 条 件 是 >, 


< Gy ° `" уй 是 图 5.3.7 所 定义 的 点 。 记 
ОКК) = {рє 0,14р(аз) 十 > урба) 


— 25) pla) = 0}. 


i=5 


定理 6.3.6 空间 О(К) 中 的 元 素 ? 由 它 在 aQ < i < 8) 
处 的 值 唯一 确定 , 且 PKLK). 
证 明 由 (5.3.19) 式 及 
apla) + >] pla)— 2 Ў) р(а) = 0 


іж] іх 5 


得 到 


p= У) jc)j，Vbe Qi» (6.3.6) 


іш | 


其 中 p 由 (5.3.18) 式 确定 。 只 剩 下 证 P.(K)COXK), 4 pe 
РСК), 记 Рр 是 ?的 二 阶 导 数 阵 ， 由 Taylor 展 式 得 
| plai) = plas) + Dp(as)(a; — аз) 


+ + Dea; — oy, 1<i<8. 


由 于 
> (а; 一 as) = > (а; — а) = 0, 
所 以 Е 
> plai) 一 4р(аз) + > > D:p(a; — аў, 
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Ы 4 
> plai) = 4plas) + + > Р'р(а — ў. 
注意 D°p 是 双 线 性 的 ， a, = (a, + a,)/2, - ° `. 可 得 
У D°p(a; 一 аз)? == iS D’pla; 一 as), 


Á. i=5 


综合 上 述 各 式 得 
tala) 5 pla) — 2 0 0а) =. 


即 pe ОКК), IHE, 

由 (6.3.6) 及 (5.3.19) 式 可 知 Jp = p, Ype PLK). 

7. SHC3 元 ， 对 于 SHC3 元 ,一 1，r1 3, ТЖЕ ЁЗ 
的 条 件 是 3>*/c。 记 天 是 单纯 形 ，a 是 天 的 顶点 ， 


an= + G+ a+ а), 1<i<;j<k=<n+ 1, 
定理 6.3.7 vpe PK), p 由 它 在 а, 点 的 函数 值 ,一 阶 导数 


值 及 aij 点 处 的 函数 值 唯一 确定 。 
证 明 只 须 证 明 _ 


p= >( —22: + 322 — 7А, аа, PCD 
і 一 КАИ 
+27 У) 142 plasa) 
<} <А 
+ У) 4024, + 25 — 1)D(a; (ai — а), 
idj 
Урє РК). (6.3.7) 


成 立 。 记 上 式 右 端的 多 项 式 为 р. 不 难 验 证 Pa) = pla)» 
` Хан 一 рань), H p 求 导数 ,然后 取 а, 的 值 可 得 


ра) 一 21 {0р(а,)(а; — а)}р1„ ， 
жі 
要 证 明 Dp(a;) = Рр(а;) 等 价 于 要 证 明 
Dš(a,)( a, 一 0) = Юр(а;)(а, — а), 
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ї&А&©п-+1, Ë >< і, 


上 起 是 下 述 关系 式 的 推论 
А D2,(a, — а;) = б, — %(а,), 
I<4<n +, да, (6.3.8) 


记 4 是 由 方程 (5.2.21) 所 决定 的 系数 阵 ， 记 A= C), MA 
《5.2.22) 可 以 рд; = (ай, eea), 1 < 委 ) 委 2 十 1。 因 而 对 . 
VxeE к", DA ;Car 一 x) == > айа; 


ial 


— У) ar; = p — 2,(a), 


i=l 


进而 (6.3.8) 成 立 . 证 明了 $ 有 上 述 性 质 就 可 推 煌 p 一 p. WEHR, 
由 (6.3.7) 和 (5.3.2 了 ) 式 可 知 ,，Yp € PK), Htp = p. 
8. Zienkiewicz т. $4 一 1，ri 一 2， 逼近 性 成 立 的 条 件 是 
а > 1, 对 三 角形 K, ау,а;,@; 是 KK 的 顶点 ， G123 是 天 的 形 心 ， 
vpe Pi:(K)， 定 义 


Фаз(р) = бр(а\;) 一 2 >: p(a;) 


+ > Dp(a,)(a, 一 am). (6.3.9) 


ёд 


记 РСК) = {plp€ PKK), ф(р) = 0}. 

定理 63.8 РУСК) 中 的 任意 多 项 式 , 由 它 在 a(l < i < 3) 
点 处 的 函数 值 和 所 有 一 阶 导数 值 唯一 确定 ,是 P,(K)C Pr. 

证 明 利用 等 式 


3 


p= D G1(3— 21) + 21,4,1,)р(а;) 


ixt 


+ > ESENE, + А, 一 1;)Dp(a;)(a; 一 2), 
Мрєр?, (6.3.10) 
可 得 定理 的 前 灶 段 。(6.3.10) 式 的 证 明 方 法 与 定理 6.3.7 的 方法 相 
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同 。 现 在 考虑 P.(K yC РСК). Урє PAK), 有 
plai) 一 plam) + Dplaw) (a, — aus) 


+ 7 Врба, — as), 1 < 和 < 魏 3， 


Dp(a;) 一 Юр\а\;) + D’ pCa; — аш), 1 <: <3, 
注意 
3 
> (а; — a) = 0, 


ізі 


2 > р(а:) = бр (ass) + У) Р?р(а; 一 аз)» 


У) Рр(а,)(а; 一 а) = > D’pla; 一 aus) 


+ 一 1 


将 上 两 式 相 减 得 
2 5 р(а;) 一 >) Рр(а, (а; — am) = 6р(а:„), 


B pe PY(K). 

由 P:(KEJCP: (KE7，(6.3.10) 及 (5.3.22) 式 可 知 ,Ype PK), 
lkp = p. 

9. SLN1 元 和 Wilson 元 。 对 于 这 两 个 单元 有 s= 0,r=1, 
逼近 性 成 立 的 条 件 是 o > 1, 对 于 SLN 元 请 读者 验证 : Vp € 
P (K), ikp 一 Р.Х Wilson 元 ,由 п? 的 构造 可 知 | Vp € Q KK), 
Hzp € Q (K), Ë. 

Tgp = + SlG + ВЕІ + &&Эр(а), 


(Пер)(а,) = р(а;). 
由 定理 6.3.5 АЈ], Пер = р, 
10. RQC4 元 ， 此 元 s= 0, гу== r,= r,w= 1, ЗЕЛЕ 23 E 
E c> 1， 现 在 验证 Урє РОК), ПЁр = p» Пәкр"= plar. 对 
T i= 1,2,3,4, 记 Hkp€e PCK), H Пр 在 点 listis 处 
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与 p 相 等 ,由 定理 6.3.1 可 知 : Hip = р, Н Пкр|в, 一 Шр| я» 
所 以 Пькр 一 plor. 显然 


4 
Пур = " > Пір 


+ 一 1 > CEP — sP (6, — &Ё)р(а), (63.11) 


im] 


ална Лан p€ P (K) 为 0. 记 天 的 形 心 是 ex， 
则 对 i 一 1,2, 

plai) = plak) + Dp(ax)(a; — ак), 

plai) 一 Рак) + Dp(ax)(a;+a — ак), 


注意 

qg; — gk = —(а;+) 一 ак)» 

>) (ЕГ — sP) = 0, 

(E10) — (gy = (ЕГУ GY, 
所 以 


4 
+ D GP SES — Бара) — 0, 


再 由 Mk= p, 得 Пер = р, 
11. TQC6 元 。 此 元 s= 1, r= 2, 逼近 性 成 立 的 条 件 是 
e > 1。 为 验证 lkp 一 p, Vp € P,(K), 需要 下 述 结 论 . 
定理 6.3.9 ”定义 在 三 角形 KX 上 的 二 次 多 项 式 , 由 它 在 天 的 顶 
点 处 的 函数 值 和 各 边 中 点 的 法 向 导数 值 唯一 确定 。 
证 明 采用 第 五 章 第 四 节 的 记号 ， Vp € P:(K)， 我 们 将 证 明 
p= > PiP0a,) + > q; са (аз). (6.3.12) 


首先 ,显然 有 
4Ха;) = 0, i,j= 1,2,3, (6.3.13) 
其 次 有 
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2. qilu = —2 K|] (1 一 21, 一 一 ‚* 1&;,}&3, 


注意 l 边 中 点 的 坐标 是 


好 一 0， „= 2, í `< j 


所 以 
2. 9:(а:+3) = 0, 1 < i >< ; < 3, (6.3.14) 
而 
24а) == —21кіл"Э аиа), 
2a (a) = Dà, ° N 
= кг (5,,с.)(Ь,, с.) Il, 
== —1/2 | K| , 
所 以 ， 
0 == 
эу 45° L 
类 似 地 可 知 
2 qila) = 1, i= 1,2,3, (6.3.15) 
对 于 Pi» # 
È раны) = 0, 161,63, (6.3.16) 


以 p, 为 例证 明 
AP) = 21,D4, * CN |r УСаныз) 


+ =,Dg,Ca;+s) ° CN |u) + asDq,(a;+s) ° «ДЭЛ 
所 以 


2 pilas) = 0, 
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2 pilas) = Dà, ° (М|,) + араба) • CN) 


= —D¿, * (6,,с,) ih + (bib; 
+ ae QI KIL), 


1 
РА, 21к| (b, ci), 

所 以 

一 

ӘМ р.а) 0, 
类 似 可 证 

9 = 

ЭМ pCa) 0. 


由 (6.3.13) 一 (6.3.16) 式 及 ра) = 5, 1<,у<3, 98 
〈6.3.12) 式 为 真 。 定理 得 证 。 

由 (6.3.12) 和 (5.4.8) 式 可 知 Itp = р, Уре РК), 

12. TQC9 元 ， 此 元 s= l, rn 一 r,= r, = 2,г,== 2, r= 
3, “ТЕЁ c > 1， 由 定理 6.3.8 和 (5.4.9) 式 可 知 ， Vp € P,(K)， 
Пұр = Pp。 进而 


Hart = Р\әк,П5кр = Z plor, 


| ОР 在 1 —} ӘР 
Ж РЄРКК), W ӨМ EL 上 是 一 次 多 项 式 。 由 于 ƏN, 和 
П$кр |1, 在 1; 的 两 端点 处 相等 ,由 定理 6.3.1 得 


13. ТОС12 元 。 这 一 单元 有 n= lr mr = r, = r, = 3, 


НОЕ “> 2, vpe (K), | Boasi 


A, Пр|, 也 是 二 次 多 项 式 , BE L 的 两 端点 及 中 点 相等 ， 由 
定理 6.2.2 (n 一 1) 可 得 
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Ə 
Пр = -一 . 
ax? aN? 
=p]; „= OF 
要 验证 Mp — p, Harp = plors ПокрР Bs 需要 下 述 定 理 ， 


定理 6.3.10 P(K) 的 多 项 式 由 它 在 XK 的 三 个 顶点 处 的 中 数 


值 和 两 个 一 阶 导数 值 及 玉 的 某 一 个 边 中 点 的 法 向 导数 值 唯一 确 
E. 


证 明 我 们 取 a 点 的 法 向 导数 值 为 例 考 苏 . Vp e PCK), 有 
p= [us — n) — 6 hh да һал |ба) 


+ [из — 21) — 6 Sabi аз 1 | pla) 
+ 3 一 2)p(o + [дь — ( 2 bb t ne 
3 
+ ah ee) ыыы) Рр(а.}(а, 一 а) 
3 
+ (222, — 414,4,)Ррр(аџ)(аз — a) + (Ail; 
— 4,4,4) р(а,)(аз 一 а,) 
+ [дь — (te Боо. h сир) niih] 


3 
. Dpla,)Xa, 一 а,) + АЗА. Рр(аз )(а, 一 as) 
+ Мырр(а,)(а, — as) 一 LKL 
3 


“ММ э; (а). (6.3.17) 


为 了 验证 上 式 , 只 需 证 明 上 式 右 端 的 三 次 多 项 式 РИА $= 
РСа;),Ор(а:) = Dpla), 


9 sy д. 
ƏN plas) ƏN plas), 
具体 过 程 由 读者 补 上 。 证 毕 , 
вт п 是 三 个 分 别 取 hh 和 h 边 中 点 的 法 向 导数 和 其 
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余 节 点 参数 插值 多 项 式 之 和 的 三 分 之 一 ,由 定理 6.3.10 可 知 : 
BY 一 DYVbe РК), 
14. TQC15 Ж. ЖУУШ s= lr = r,= r= rs = 4, r = 
3， 逼 近 性 成 立 的 条 件 是 ¿> =. 由 TQC12 元 的 讨论 可 知 ， 
ny Ӧ . 
Ype РК), Пр = КЕ 
下 面 验证 мрє РК), Пар = р, SSE E, УРЄРСК), 有 
p= Sifu 一 DG — 4) 


i=1 
+ 2 5 = Chibi + пем | pCa;) 
jæi H 


+ 5 16| 2 


i<i<i<3 


+ >) L (b,b, + сс, + bib, + cic,) (22, 
kai. ЁД 


— 1)4,1,4; | + D [ua — 1)А; 
EE | 


+2 5 2 (b,b, + єс ӨС2А, — 1144.4, | 
k==i,] Çk 


* Dola: Xa; — а) 


A IK] Bp | 
十 8 > L (24; 一 1) BN (аяз), (6.3.18) 
其 中 
а 一 n (а; + ai). 

(6.3.18) 式 的 证 明 留 给 读者 。 通过 (6.3.18) 式 和 《5.4.12) 式 可 得 
ПР => p. 

15. Argyris JE. s = 2,7 = r, = r, = р, = r = 5, 逼近 性 
成 立 的 条 件 是 o > > 对 于 这 一 单元 有 下 述 定理 ， 
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定理 6.3.11 РК) 中 的 任意 多 项 页 式 由 它 在 三 角形 玉 的 顶点 
处 的 函数 值 ， 所 有 一 阶 和 二 阶 导 数值 及 各 边 中 点 的 法 向 导数 值 唯 
一 确定 。 

证 明 ”要 证 明定 理 的 结论 ,只 有 贫 证 明 当 рє PXK), Н. Df?p(a;) 
= ; ӨР (агу 0. j= + рва 

>! < 2,11 < í; < 3, BN i= 0, 1 一 45,6 BF, p= 0, 

令 EBAL F = [a,m] 的 坐标 轴 的 横 坐 标 。 则 рі» 是 
t КВА 4,9 是 五 次 多 项 式 且 满足 

qla) = 4 (а) 一 9 (a) = qla) = g (a) = q'a) 一 0. 
这 是 因为 , 若 ， 是 合 边 F 的 轴 上 的 单位 向 量 , 则 


g(a) = S (a), q Ca) = 9» (а), 5, 
所 以 9 一 0。 
类 似 地 ， onl 是 : 的 函数 7, 7 是 四 次 多 项 式 ， 由 于 


(в) = БЕ (а), Ү'(а,) = 2. 8. pCa), 


YCas) = вн аз. ?9 
所 以 Са) = (а) = (ак) = (а) = Y (а) 一 0。 进 而 y= 
0. 
R% 2-р. = 0, 已 经 证 得 ? 和 Ор ЖЕЕ іН 0, 这 说 


HH 23 是 的 因子 ， 对 其 它 边 进行 类 似 的 步骤 ， 可 得 12222 是 p 
的 因子 ，% 是 一 次 多 项 式 且 不 可 能 是 常数 ,所 以 ?了 一定 是 0. 

由 定理 6.3.11 可 知 Ikp = p,Vp € PK), 

16. Bell 元 。 此 元 s= 2r = 4,1616 5, 下 近 性 条 件 是 
о> 2, 对 三 角形 K 记 PCK) 一 {plpe РК), В. 2. Plr € 


РСЕ), БК КИЕ ОЛ). 
Ж 63.12 РСК) 中 的 多 项 式 由 它 在 天 的 三 个 顶点 处 的 函 
% 053% 


数值 ,所 有 的 一 阶 和 二 阶 导 数值 唯一 确定 ， 而 且 P(K)CP;(K). 

证 明 РСК)СР,(К) 是 显然 的 . 令 Р = [aa] 是 R h 
的 线段 ， 以 а» 为 中 点 。 令 “是 满足 "jwe PCF 的 函数 ， 于 是 
s |z € PCF) 当 且 仅 当 

Xalo) == 4(0(а,) + о0(а)) — 86(a;i) + De(a;)(a; — aí) 

+ Dv(aj)(a; — a;i) == 0, (6.3.19) 
为 证 明 这 一 点 , 令 хє F,a = Dw), s 是 沿 着 了 的 单位 向 量 ， 
а, 是 常数 ,于 是 
e(a,) = (ан) + Dvlaii) a; — ai) 


+ > Ра) (а; — аң)! 


+ L раа) (а, — ау 
6 | 
+ = а; — a;l, 
p(a;i) = бан) + De(a;i)(a; — аң) 

+ 2 Da)(ai — азу 
+ 2 (а)ба — ау 
+ m lla; — call。 

由 a; — a; = —(ai — а) 及 上 两 式 可 得 

#(а;) + vlui) == 26(a;;) 


+ n {Dizo(ei)(a — ai) + DvCas) (Ce; — азу} 


十 РУ (la, — aalt + la; — о |). 
ЖЬ 
Юо(а,) (а: — aii) = Ооа) (а, — а) + D's(aii)(a, — в.) 
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+ > D°e(a;i)(a, — a; + P а, — a;l’, 
Ро(а;) (а; — аң) = Ооа, :)(аз — а) + Dolan) ai — в) 
+ + D'aa; — aá) + ©® [|a — alt, 
D2e(a;;)(a, 一 CEDH + D°e( aii) (ai 一 аӊ)! == Ре(а;)К(а;—а) 
+ Du(ai)(a; — а) 一 F: (Йа; — a;l + la; — aalt). 
所 以 得 


2#(ан) = v(a) + оба) + + {Dola (а — а) 


+ De(a;i)(a; — ај)} + m lla, — а“. 


这 样 就 得 到 了 所 和 需 结论 。 证 毕 , 

由 定理 6.3.12 TA, Пер = р,\/рє PK), 

17. RQC8 т. йл; s= 1, = r,= r, = r= r, = 2, E 
近 性 条 件 是 т> 1. 要 验证 YY pe PCK), ПЕР = р, Mar = р |ък» 


mp 一 ӘР| Пр 2р, ДЕШ КЖ А (参见 图 
s 18 ӘМ lar 
5.4.6): 


p= + Уа + EC + Ega) 


imt 


1 72 

+ 5 (ЕЕ, — 1) BN Cb) 

+ L (ze, 一 1) OP G), Ype PCK) (6.3.20) 
2 ƏN ` ”” ома 


上 面 用 的 点 是 b,5,， 其 它 情形 也 相似 的 等 式 . 

18. Adini 元 和 RQC12 元 ， 对 于 Adini 72,5 = 1, r, = 3, 
1 <i<5, НЕЛЕЕ > Z. 对 于 RQC12 元 , 5 一 1， 
r= r= гу = r, = 3,r, 一 2， 逼近 性 条 件 是 o > 1。 两 个 元 , 除 
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了 us KA ,其 它 均 相同 。 不 难 验证 ,由 (5.4.18) 定 义 的 太太 76 
P ка зрап{Р,(К)),хх},х\х,}, 而 且 是 线性 无 关 的 ， 所 以 Vpe P, 
ПАР = р, ЯТ RQC12 元 , 当 pe P,XK) Wr, КЮ ЖЫР E, 


ОР | ,是 一 次 多 项 式 , 而 HSkpjze PCE) 且 在 F 的 两 端点 与 其 相 
N pj, = Op 
同 ， 故 Пкр|> ƏN |° 
19. Bogner-Fox-Schmidt 元 .此 元 ss 一 2,7; = 3,1 < : < 5, 
远近 性 条 件 是 c>1. 要 证 明 Vpe QK), Пар=р, RINEN: ЖЕ 
Р(а;) = D"ip(a;) 一 D%p(a,) = Dt20(a,) = 0, 1<i=< 4, W 
Р = 0, 
记 
3 
Plar) = Ў) сахі. 
i, j =0 
不 妨 设 = [0,11 x [0,1]。 于 是 
3 
PCO, х) = У) сухі 
i=0 


满足 
Р(0,0) 一 РС0,1) 一 Dp(0,0) 一 р®р(0,1) = 0, 
所 以 由 定理 6.3.7 (п = 1) 得 Р(0, х.) = 0; 而 
РО, х) 一 >: (> сид] 


j=0 “i=0 


满足 
р(1,0) = Р(1,1) = D“p(1,0) = р®р(1,1) == 0, 
所 以 PC, x,) 0. FJ 


3 
cá = 0, Уусу == 0,0 j3, (6.3.21) 
i=l 
类 似 地 可 得 
3 
ca = 0, Уус = 0,0 < i < 3, (6.3.22) 
аз 
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注意 


3 
D"ip(0, z,) = > сухі 


= 0 


满足 
D"p(0,0) = D0,1) = D':9p(0,0) = р'9р(0,1) = 0, 
所 以 ,Dp(0,x,) 0; 对 于 


DoC, a) = У) (еа) 
也 可 得 Dop, а) = 0. PD 


3 
су 0, У) icum 0,0 < j < 3, (6.3.23) 


类 似 地 有 


3 
сп 0, Ў) ise 0,063, (6.3.24) 


由 (6.3.21) 一 (6.3.247) 可 推 得 с = 0,0<14,7< 3, В рав 0, 

到 此 为 止 , 我 们 已 验证 了 第 五 章 所 有 例子 的 逼近 性 ,将 逼近 性 
的 条 件 化 成 了 n, ç 的 要 求 , 当 n< 3, = 2, 22 RRA ШТ 
性 。 


56.4 单元 秩 条 件 


单元 秩 条 件 的 验证 ,就 是 计算 先 阵 28& 的 秩 。 计 算 一 个 矩阵 或 
车 二 个 矩阵 的 秩 蚌 不 难 的 , 间 题 是 要 验证 无 穷 多 个 矩阵 的 秩 . 所 以 
要 找 出 一 些 容易 验证 的 条 件 。 例 如 把 无 穷 多 个 矩阵 秩 的 检验 化 成 
一 个 矩阵 秩 的 检验 ， 

首先 ， 对 于 用 一 套 函 数 构造 的 协调 元 或 非 协 调 元 ，3% 满足 
单元 秩 条 件 。 

定理 6.4.1 下 述 两 个 结论 成 立 : (1) 对 于 Ik 若 YKE о, 
Vv € СК), Haw = Tolar， DoIRoc NI, L&i<an, Н. 
Урє PK), Пір 一 2， 则 单元 秩 条 元 成 立 。(2) 对 于 51,9 VK € 
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K: ， Пәк? = Iko lox, 


Hoge == 6 Пу | эк, 
Os 
Hev Е Пеко | өк» 


р*П0є NË, |8| > 0， 对 Yoe CCK) 成 立 , B Vp e PCK)， 
Пр = р, ал, 

证 明 考虑 方程 pe Ru, 

Окф = 0. (6.4.1) 

设 由 是 (6.4.1) 的 解 。 由 于 Ф.к" "Фик Ж ССК) 上 的 线性 独 
立 的 线性 泛 函 ， 所 以 存在 ee C'u(K) 使 得 p= pi), 于 是 
Ок») 一 0， 进 而 bk) =0. HB 1) HE, ЮП» 一 0， 
1<і< n, 所 以 По 是 一 常数 w。 而 Il 一 1， 所 以 o= 
«П%1,фК(ә) = афк(1), Ё Ф = офк(1), X Фк(1) < 0， 所 以 
Ор 的 秩 是 M; 一 1。 结论 (1) 成 立 。 类 似 地 可 证 结论 (2). 证 毕 . 

定理 6.4.1 对 ХТ 的 假设 是 要 求 Ukr = D'Ike,|8| < m, B 
п Шт 1 次 多 项 式 不 变 ， 由 第 五 章 的 三 、 四 节 和 本 章 第 三 
ар, SLCk 元 ，SLC3 I, RLCk С, RLC? 元 , SHC3 元 ， 
Zienkiewicz 元 ，SLN1 元 ，Wilson 元 ，TQC6 元 ，Bell 元 ， 
Агвугіѕ JG, B-F-S 元 和 Adini 元 等 都 满足 单元 秩 条 件 。， 对 于 
用 一 套 函 数 构造 的 单元 , 秩 条 件 自然 满足 ,因而 不 须 验证 。 当 单元 
不 是 用 一 套 函 数 构造 时 ， 秩 条 件 是 需要 验证 的 。 对 于 仿 射 族 的 单 
元 ,验证 工作 只 须 在 单元 É 上 进行 。 

定理 6.4.2 ikm= 1 或 2,58 是 仿 射 族 。 如 果 对 pe Paai 
(Ё), Ар = Б. Паф 一 Plor (Пф = 2 рак, Пф 一 өк), 
E 


P (K)C A NË, 


i» 


则 由 OF 的 秩 是 
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M, 一 тт +1), 


可 得 хе 满足 单元 秩 条 件 。 
证 明 М5 m= 1 的 情形 . 对 VKE О,» CK), 在 


(5.3.5) 式 作 坐 标 变换 x Brt 十 bx， 利用 Me =N, H s= 
Пё 及 (5.2.10) 和 (5.2.14) 一 (5.2.15) 式 可 得 


^ч 
| РП о |десВ к [42 一 | #Пыё(В+ТЙ у; detB x ldt 
К K 
一 [C887 Dep) Tol detB rldé, Уфе Nb, 


其 中 利用 了 导数 链 法 则 :”D,p = Bk’ Dp. ME BE = Gi), 则 
从 上 式 得 


j, фпёоаг = 2: н Plloxrd Nid? 
一 |, рзрпӯоав| „чв М, 
在 (5.3.5) 式 中 取 K 为 Ё, WE 


^^ " ` 
сі = ў ni 
|, PIIRvd$ > b (пале, ур N}, 


所 以 得 到 
ч 
Пею Пф 
一 Br : |, (6.4.2) 
и“. 
пг» Пд 


如 果 gk《v)E RM 满足 Окфк(0) = 0, Д] Е(»)—= 0,8) При 
0,1<i=< n, (6.4.2) 41, HA = 0,1 << яп, Н ОЬ 的 秩 
是 М. —1,Ф01) > 0 Н 00001) = 0, 推出 Ф) = оф), 
所 以 No = а, Dagtg 一 c。 利 用 仿 射 族 的 性 质 ， 下 一 c， Nagy =a, 
В) фк(ә) = apk(1)。 注 意 到 Pk) зе 0, $k(1) 满足 ОкФк(1) 
一 0， 所 以 Qk 的 秩 是 M, 一 1。 定 理 对 加 二 1 成 立 。 

对 m = 2, 有 下 述 关 系 式 ; 
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l k= 1,2, 14 ек» = >) БЪЛ +90. (6.4.3) 


»і= 1 


Ve € CK), KEX RY. 现在 来 证 明 它 . 在 (5.4.1) 式 中 ， 作 
坐标 变量 代 换 x= Ву + bx， 利用 仿 射 族 的 假设 ，(5.2.10) 及 
《5.2.14) 一 (5.2.15) 式 和 导数 链 法 则 可 得 ， 


AN 
|, BHR |4е:В к | d$ 


一 j, МВА IS + МТВ Вета вет] 


* (BK КУВА — (Вт) СВТ), 
* detB «Паки /||Bz7TÑ||Y|B TKD) | derB „|44 


一 | BET Dp Ro lderB «ldt, Vp € Nh. 
利用 (6.4.2) 式 得 
Ja — | pie 


гуу КТВ ВЕТ 
+ (ветку ват 


— (ВЕТА), (В КТА), десВ Н пед? 


— | CBE D: CBE CEO, NEI ае, 
进一步 得 
| ае ~ Бч (Йә — Ñ Ñato at 


一 |, рорп да + гла, PCN NA 
— (Ñi — Wm.) ds — Ке? + рчрпд)уде} 
+ olf PCN a + Ñ.Ñ,TI;e 0)d8 | 


一 Í, рчупөде} + j, ‚ ФЁПее, 
Е | 
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Ф = СветКУКВ Вав)? — (ВТА) (Bz Â )detB к 
+ Баро, + 2bupna( — Ñ2) — Барад, 
Ж lag 一 0， 则 由 (5.4.1) 可 知 (6.4.3) 式 对 【一 下 一 1 为 真 。 实 
mE, Vu, € ССК), NATERA 
Ow = -T дф 
s |Bz"Ń|ļdetB к ар” 


2. ÑTBR'BETi дф 


N 
Ow =з ЕТ 一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 «а. 
ƏN вет ай + [вт] a?’ (6.64) 
URF EA: 
Di tw = > BELID te д), 
i j=1 
和 分 部 积分 公式 ,可 得 


дё 
â — pd? = 0 
PE PY: ф А 


由 x 和 ww 的 任意 性 推出 ф = 0. 类似 地 可 证 明 (6.4.3) 式 的 其 它 情 
№. 

有 了 (6.4.3) 式 ， 用 入 一 1 的 情形 类 似 的 方法 可 得 定理 的 结 
论 。 这 里 用 到 仿 射 族 的 条 件 2) 的 第 一 个 性 质 , 在 条 件 2) 的 第 二 个 
性 质 下 ,情形 更 简单 ,证 明 方法 类 似 。 证 毕 ， 

可 以 验证 RQC4 元 ，RQC8 元 和 RQC12 元 都 是 仿 射 族 , 这 
一 工作 留 给 读者 完成 .RQC4 元 和 RQC8 元 的 矩阵 Ок 和 OQ 由 


《5.3.26) 和 (5.4.16) 可 知 ,它们 分 别 是 3 和 5，RQC12 元 的 秩 是 9.。 


所 以 这 三 个 元 满足 单元 秩 条 件 ， 

第 五 章 的 例子 只 剩 下 TQC9,TQC12 和 TQC15 元 未 验证 单 
元 秩 条 件 。 这 三 个 元 不 是 仿 射 族 ,也 不 是 单 套 函 数 方法 构造 的 .上 
面 的 两 个 定理 不 再 适用 。 

定理 6.4.3 对 于 TQC9 元 ,TQC12 元 和 TQC15 52,5 #8 
满足 单元 秩 条 件 。 

证 明 对 这 三 个 元 ， 为 了 证 明 对 任意 三 角形 K,QL 的 秩 是 
M; — 3, 只 须 证 明 : E Ши = 0,1 = 2, 
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Пи 一 2 Пн | эк» 


R Пи € РК К), 


图 6.4.1 


假设 当 |g] = 2 时 Щ=#—=0, H пёр = рер, |8| < 2, 
МрЄР(К), Жі Oku 在 KK 的 顶点 处 取 值 为 0。 标准 单元 Ќ 如 
图 6.41 所 示 。 注 意 Du 一 Du, 在 (5.4.1) 的 后 三 个 式 子 中 ， 
利用 分 部 积分 公式 ， 再 做 积分 变量 代 换 x В + Ьу, ЖЕЖ 
意 (5.2.10) 及 (5.2.14) 一 (5.2.15) 式 可 得 ,对 于 |P| = 2,p € PÈR), 
有 


fe ABET™W унс ВТ у» (п 一 Mu )ан\в©®] 


+ | вређа = 0, 
其 中 + 在 ТОС, ТОС12 和 TQC15 元 时 分 别 是 1,2,2。 注 意 ， 


1 
1<z,; <2, DSt = >, DRLE DAtA a, 
kim] 


所 以 上 式 化 成 
“2363。 


人 
人 ~ A 人 个、 А 
| ФрП%ийё + | РЁ (пф — 2 пы }ш/ [ВТ =0, 
£ a ƏN 


Vp e P,( É), |61 = 2, 
ја РСК) 中 的 一 组 正 交 基 如 下 : 


fi = 1 — 2g, == 1 — 22,, = 22, + 2%, — 1, 


f, = 202.0, 一 402 + $) + 1, 
ps = 706 + Фу + 122,2, 一 8(%, + 2,) + 2, 
P, 一 35( 一 £) = 28(%, 一 £). 

W 32618 TQC12 元 。 此 时 


r= 2, Iku € PKK), П5ки 一 Ê Muls, 


是 二 次 多 项 式 , 由 于 它 在 Р; 的 两 个 端点 为 0, 因此 记 
(不 "一 пи) 

ƏN 
Jj < K >= š, i = 1,2,3, 


一 41ВТА АЕ, 


其 中 & 是 待定 常数 。 在 (6.4.5) 式 中 取 ó = ñ, ТЕ ЭП 


DenDkae PCR), |8| = 2, 
p. EZF P(R)7， 所 以 得 


|, 01 (ka — 0 fen) агі = 0, 


进而 推 得 £ = Е, = E, = 0, 所 以 


(6.4.5) 


(6.4.6) 


(6.4.7) 


— 
DI 一 0,18| = 2, Па = E alan Пуне РКК), 


其 次 考虑 TQC15 元 。 此 时 


r= 2, Mu€ POK), Diku 一 Mule 


是 三 次 多 项 式 , 且 在 F, 的 两 端点 和 中 点 取 值 为 о, 所 以 记 


(п, — Š р «Пв: 
K 8N K ! K i 


21201 一 名 )(24 — 1), = 1, 
а — 4 )(24 — 1), = 2,3, 
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a Á. 
рз" Пн | G G ° Gs ñ 
сай = ` 
РеПи bb *** bs h 


DEPU u Ci Ca *** б ñ ° 
由 (6.4.5) 式 计算 得 出 
Ë 12, 3, 3 
а. а, 0 & — 4р 2g 二 
во ° 5 5 3521 145 107 
b b, -b |>] ооо о о 0 
6, & 12. 3, 3 
e 6 =. з 0 52 25 2 z, > 
1 2 Ce 5 5 35°? 145 rO °: 
/2 М? 3 /> 
10 710 0 0 0 — 
V2 V2 3 /一 
tal М ооо — 2] (64) 
м2 V2 | 3 /一 
‚2 М2 _3V?2 
10 10 0 0 0 —y “ 
注意 到 
Pa ч А И“. ч 
рур” 一 ОЮП и, Dy DP ®П = 3099м, 


推 得 
—а, + а; — 2a, — 4а, + 14а, = —b, + b, — 2b, — 4b; — l4bs, 
10а, + ба, = 76, + 35b,, 
7а, — 35a, = 105, + 6Ь;, 
=c; + c; — 2с, 4с: — 146, = — 6, + b, — 2b, — 4b, + 146, 
7с; + 35c, = 10%, + 6b;, 
' 10е, + 6c = 7b, 一 35b.. 


(6.4.9) 
将 (6.4.8) 式 代 人 (6.4.9) 式 中 ， 由 (6.4.9) 式 中 的 第 2,3 和 6 等 式 得 
33 3⁄2 3⁄2 
7 Ë = 一 ”7 з, 7 = 0, 
33 зу 2 
2 Ese. 
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BH £, = 2, к С, = 0. 所 以 
ma — -2 gulor — 0, Diu = 0,|8| = 2, 


因而 Пин РСК). 
最 后 考虑 TQC9 元 。 此 时 


r m 1, Nku € PK), Пи 一 Ê iule 
在 É, 的 两 端点 处 为 0 ,而 且 是 二 次 多 项 式 ,所 以 可 以 令 


~ 

рки a а, аз \{ ĝi 

ру и 一 b, b, b, À 0, P (6.4.10) 
^ч 

DY Тн : 


су б, €s pb 


AN 
rg (Ea 一 2 Пн 


Р; 

8.201 一 2)» i=], 

EAC — 4), í= 2, (6.4.11) 
Ett 2 ， i= 3, 

其 中 asbie; М E 是 待定 常数 。 通 过 (6.4.5) 式 可 算得 

ау а, аз 一 后 0 一 与 

b, b, -| 0 0 -| (6.4.12) 


0 —8, —šs 


通过 (6.4.10) 和 (6.4.12) 式 ,由 
ula) = 0 
算得 
Du = 1241—31 + А) 


+ 106 一 3: + 2, 


+ 二 EC —2#} — 2; 一 6016, 一 64, 


+ 3⁄2 + 3⁄2 + 6010, — 2, — 6), (6.4.13) 
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риб 2,) = AG — Š | Š, 一 6). 
利用 (5.3.22) 式 ,注意 


Р, Пума) = Bú D Moul), а — a = Bgl — 4), 
i= 1,2,3, =i, 
可 得 


Ngu = „Эмма + 一 2:06, — ёз, 一 Е,)(4; 一 å;). 


(6.4.14) 
在 (6.4.13) 和 (6.4.14) 式 中 均 仿 
Ду = Д, = == L, 
3 
注意 ¿, = isà, = $, h = | — #, — #,, 所 以 得 
| £ + E, + Е = 0, (6.4.15) 
由 (6.4.13) 的 Пбн 的 表达 式 和 Пи 的 构造 ,可 得 ,在 F, 的 中 点 
dn 上 下 式 成 立 : 


^ N 
Пата 20. пса) 
1 _ т; 
q 680.6 一 š ( D,%*, + D ,+,)) . Bx №,: = 1, 


(5.0.2, — EA Dah + D,t,)) ВТ, 2, 


(рә, + 2,0,4) • ВЕК, 3, 


(6.4.16) 
其 中 利用 了 (5.2.14) 式 。 记 ВКТ — GH), MJ р, 2, = Chubu). 
5 
а == Cb + (Ьу, b = buba + луп, 
с = (bF + (кту, (6.4.17) 
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由 (6.4.16) 和 (6.4.11) 式 得 
ёа + Eb — ëa +b)= 0, 
Eib + Ес — Ес + b)= 0, ( 6.4.18) 
£ (a + b) + ЕХЬ + c) — š (a + с + 2b) = 0, 
从 (65.4.18) 和 (6.4.15) 式 推出 ， 
ЕС + b) + ë,(a + 26) = 0, (6.4.19) 
Ë (c + 2b) + ë,(2e + b) = 0, 
方程 组 (6.4.19) 的 系数 矩阵 的 行列 式 为 . 
(2а + b)(2c + b) — (a + 2b)(c + 25) 
= 3(ac — b?) = hb? 一 npuy: > 0, 
所 以 & = ё, = 0。 再 由 (6.4.15) 式 得 5, 一 0。 这 就 证 明 
Ika = 0, пи — 0. Dular 0, 
上 述 讨论 得 到 了 定理 的 结论 ， 证 毕 。 


565 强 F-E 检验 


本 节 讨论 第 五 章 给 出 的 例子 通过 强 F-E 检验 的 验证 。 首 
先 , 在 Zk 的 情形 ,第 五 章 第 三 三 的 SLCk 元 СА = 1,2,3),SLC3 
元 ，RLC% 元 (¿> 1), RLC? 元 ，SHC3 元 ，Zienkiewicz 元 ， 
都 通过 任意 阶 强 Е-Е 检 ， 事 实 上 ,协调 元 通过 单元 内 边界 时 是 连 
续 的 ,所 以 它 通过 任意 强 F-E 检验 。 

SLC1 元 。 对 KEX, 4 Hx = Пьк,П5к 一 0。 于 是 П5, 
满足 任意 阶 强 F-E 检验 ， 对 天 Ke X, F= К.ПК, Æ (n 一 
1) 维 公 共 表 面 ， 所 以 FE 是 (n 一 1) 维 单纯 形 , 记 它 的 顶点 是 a, 

testne Н Пок 的 构造 可 知 ,，Vv E CCK UK), loro lr Поко |в 
都 是 FF 上 的 一 次 多 项 式 , 且 

(П.к, |в)(а,) == “(а;) (Пк, 1.)Се:), 1< i < п, 

由 定理 6.3.1 GERT ”替换 为 2 一 1)， 定 义 在 下 上 的 一 次 多 项 式 
由 它 在 的 顶点 a,(1 < i < n) 处 的 唯一 确定 ， 所 以 H.x. |= 
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nox,vls。 即 SLC1 元 通过 任意 强 F-E 检验. 

对 于 上 面 提 到 的 协调 元 ， 可 用 类 似 的 方法 证 明 它 们 都 通过 入 
意 阶 强 F-E 检验 。 当 单元 不 是 协调 元 时 ,验证 它们 通过 强 F-E 窒 
验 ,通常 要 用 到 下 面 的 等 式 . 设 [а,,а,] 是 R: 中 的 闭 区 间 , 则 


É: pi 一 (os — ap 2, Ype PY[asa,]), (6.5.1) 


É рй 一 © а (PCa) + 4р (= + 2) + PCa) )， 


Vp € Plasa] ), (6.5.2) 
іс Бл," ,br € [a:a] 是 [ai, a,] 上 的 б Guass 点 ， 即 它们 
是 定义 在 lasa) 的 > 阶 Legendre 多 项 式 的 + 个 零点 , 则 

| pdi = pb)，vpeP Casa])， (65.3) 


i=1 


其 中 $, E5 p ЖИШШ, Guas 积分 常数 。 上 述 等 式 可 
在 任 一 本 数值 逼近 的 书 中 查 到 ， 

在 下 面 , 总 设 K, K,€ X, F = K, K, E К,,К, 的 公共 边 ， 
Н. F= [a,a,] 是 点 asa, WRA, DARE a, 一 oze CCK, 
UK,). 

SLN1 元 . VK € X ,Tir = Hoz Tr = 0, HF П.к, wlr 和 
Пәке |в 都 属于 PCF), RENE roA 


+ (a + a,) 


处 都 与 w 的 值 相等 ， Та DRTE 
| enaaea = | plox,wds, Ype PCKUK:). C6.5.4) 


所 以 SLN1 元 通过 0 阶 强 F-E 检验 。 
` Wilson 25, VKE X ,vE СК), 4% 


Пк» 一 2 У (а + ЕІ + Eola) loxs 
Ң Igo 一 > p:e) — &;ё,)|»к. 
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MUJ Mir wr ~ Пк, |в, 这 是 因为 它们 在 下 上 都 是 一 次 多 项 式 ， 
县 在 F 的 两 端点 相等 ， 由 定理 6,3.5 可 知 , Vp € Qo, Порр=р|әк. 
对 Пк? 


| „Шке, — в, | (уз — 846, 
JBK 一 1 

—h| GA — sdds, ~ 0, 

人 mixema = h | $i) — а 
эк -i 


— h f pC — &ї)4&, = 0, 
所 以 Wilson 元 通过 0 阶 强 F-E 检验 , 

RQC4 л. VK € X, П$к = Ilag, П%к = 0, Mog w |» 和 
Ter,wjr 都 是 上 的 一 次 多 项 式 , 且 在 F 的 中 点 都 与 w 相等 ， 所 
以 由 《6.5.1)》 式 可 得 (6.5.4) ARIZ. MA КОСА 元 通过 0 Bram 
F-E 检验 。 

上 面 讨 论 的 都 是 ZB 的 情形 ,现在 考虑 Z< 的 情形 。 这 时 ， 对 
ТОС, TQC12, TQC15, Bell 元 ，Argyris 元 ，RQC12 >, Bo- 
gner-Fox-Schmidt 元 ,由 Пк, HY 通过 单元 内 边界 时 ， 绝对 值 相 
等 ， 方 向 相反 ， 所 以 它们 都 是 通过 任意 阶 强 F-E 检验 ， 我 们 以 
TQC9 元 为 例 说 明 ， 

TQC9 元 . 对 KE, IR — Пк, Nk= 0, mt: — nk, 
TK == 0, H TQC9 л; АЈ, Dkw |в = П, |р, ВТА 


Пок wle = D m wle = — M wle = igw] 
д: ðs 


对 Пак, |в, I$x,wlp， 它 们 都 是 F 上 的 一 次 多 项 式 ， 且 在 F 的 端 
点 处 分 别 与 在 点 处 关于 OK,, 868 天， 的 法 向 时 区 值 相 等 ,所 以 
Dn3r.wlr + Ik wle == 0, 
ИП TQC9 元 通过 任意 强 F-E 检验 . 
下 面 验证 其 它 元 .首先 考虑 TQC6 元 , VK € .26 Пг Пк» 
Ik = Iz. ШТ 
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Пк = ð Пе w | өк» i == 1,2, 
ðs 
所 以 


| ma: = HY wCa,) 一 П ю(а) 


Ооба) — Bk, wla )) = —| Tsx wis, 


而 Ayw lieig wlr € PCF), 且 在 F 的 中 点 分 别 与 w 在 该 点 关于 
ӦК,,9К, 的 法 向 导数 值 相等 ,所 以 由 (6.5.1) 式 得 


| Ik wds = 一 | ISe 4, 
Р IF 


因而 TQC6 元 通过 0 阶 强 F-E 检验 。 
用 上 述 方法 可 以 证 明 RQC8 元 通过 0 И F-E 验 验 。 留 给 
读者 作为 练习 . 
最 后 考虑 Adini т. M Пе SSMA 由 该 元 的 构造 可 
1, ОП» 在 K 的 顶点 处 与 Do Ая, Y 
ерп Ж R,) = ЮП 
lya + EEDA + Ei DIKO а,), 


i= 
ty = 一 RDJo)。Niory De = RDO%v • М|әк, 
Пр == (ЮП%»— RDI) ° e s|əz Поко = RDINv • | әк, 
由 于 Опо 一 RDI v 通过 单元 内 边界 是 连续 的 ， 故 
Myk w | = Пу, w |в, ПУ, ш |в = —ISk |в, 
现在 讨论 Пу, Поко, РЕК 的 每 个 边 上 ，NiN, 一 0, 所 以 当 
Р = 1 时 (6.1.4) 式 变 成 
МП, 
|.. 


(N: 一 NDS |ds = 0, (6.5.5) 
# F,, F, 上 N = 0,F,, Е, 上 N, = 0, 所 以 


МП» 


| МП? eds == | Паз + | ИРЕ 
өк в, 


1 


#470" 


^ 


= | R ds — | Rds, 
F, F, 


由 于 R， 是 三 次 多 项 式 ，R， 在 FoF, 的 端点 处 为 0， 所 以 由 
(6.5.2) 式 得 


| NIYE vds 
ak ` 


由 Taylor #045 
0 = RCa) = R; (2+) + n DR, (= е), 


+ 1 DPR, (2 + а.) k, 
8 2 : 
i= eag R (EHA) 1 pa (taa 
+ 1 р\®® р, (= + а) hi, 
8 2 
所 以 


R, (z: + 2) = 1 рэр, (z. + 2 №, 
. 2 8 2 


类 似 地 


R. (= + s) = _ 1 рэр, (+ з) k, 
2 8 2 


由 于 D°2R, 是 一 次 多 项 式 , 所 以 


2 


由 于 
DPR, = ро, По Є ѕзрап{Р,(К), хх, xixs}, 
所 以 DPR = 0, BD 


| МП ds = 0, 
әк 


类 似 地 ,可 证 明 (6.5,5) 式 中 的 其 它 各 式 、 这 样 就 证 明了 Adini 元 
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通过 0 阶 强 F-E 检验 。 
到 目前 为 此 ， 我 们 已 经 验证 了 第 五 章 所 给 出 的 单元 都 满足 本 
章 第 一 节 的 基本 假设 如。， 表 6.5.1 给 出 了 这 些 单 无 有 关 基 本 假设 


单 元 rr {rs 7 Шш F~E- 检 验 

SLCK (13) k | k &+1>я/0б | rn0 
SLC3: 121212! 3>n/0 r>0 
КІС (<А) | Ak [k | k k +1>n/0 r >0 
RLC? 21212 3>#/0 r> 0 
Ek SHC3 | 3 3 | 3 3>njo r 之 0 
Zienkiewicz 212 |2 с> 1 r 之 0 

SLN1 1 1 1|1 о> Q 

Wilson 1 1 1 а 2 1 0 

ROC4 1|1| 2 с> 1 0 

тос 212|121212 o>1 0 
TQC9 2121241213 o> '>0 
TQC12 3131313141 92>2/3 r>0 
TQC15 41441304 g>2/3 r> 0 
z ‚ Bell 414] 4] 414 IT>2/3 r>0 
Argyris 5 5|51515 o>1/2 r>0 

RQC8 212121213 о> \ 0 

Adini 313|1313 13 °>2/3 0 
RQC12 31|3|3]|213 с> } r> 0 
В-Е-$ з|3|3|3]3 o>1 r> 


的 人 参数， 值得 一 提 的 是 ，Zienkiewicz 元 作为 Ух 时 满足 Hi, 做 
为 束 ， 在 一 般 的 三 角形 部 分 时 不 满足 H,， 所 以 未 将 它 列 人 > 
н. 

在 以 前 作者 的 文献 中 ,统称 仿 射 连续 性 和 尺度 不 变性 为 正规 
DREA, Е-Е 检验 为 I PT 检验 。 我 们 觉得 仿 射 连续 性 和 
尺度 不 变性 要 比 正规 仿 射 连续 性 直观 一 些 . 将 IPT 检验 换 成 强 
F-E 检验 的 原因 一 是 直观 ，F 表示 表面 (асе), Е 表示 单元 Cele 
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шеш), 54-200 F-E 检验 对 应 。 

强 Е-Е 检验 是 用 于 代替 工程 力学 中 流行 的 “分 片 检验 ”和 广 
义 分 片 检验 的 。 在 H, 其它 条 件 成 立时 ， 遂 过 分 片 检验 不 能 保证 
有 限 元 方法 的 收敛 性, 通过 广义 分 片 检验 对 实际 应 用 人 员 来 说 , 验 
证 起 来 又 难 了 一 些 ， 而 且 力学 意义 上 没有 直观 的 解释 。 关 于 这 个 
问题 的 详细 讨论 参见 文 [29] 及 其 后 的 文献 。 
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第 七 章 ”有 限 元 空间 的 
基本 性 质 


有 限 元 空间 是 用 于 逼近 Sobolev 空间 的 ,所 以 它们 对 Sobolev 
空间 应 有 一 定 意义 的 允 近 性 质 ， 另 外 ，Soboles 空间 的 性 质 在 有 
限 元 空间 上 有 类 似 的 性 质 对 应 也 应 该 是 自然 的 。 本 章 的 内 容 就 是 
讨论 这 些 对 应 的 性 质 。 得 到 这 些 性 质 的 前 提 是 第 六 章 对 xz 的 基 
本 假设 . 

对 于 pp €[l,oo], іп pp 是 4 的 对 偶数 , 即 a, 满足 


+ 二 一 1, 


Rj- 


1 
a 


本 章 总 是 假定 2 是 R" 中 的 多 胞 形 域 ，8 的 剖 分 族 {Kk} 满足 条 
件 K1—K3. 

本 章 的 内 容 是 这 样 安排 的 : BERRA xz 构造 的 有 限 元 
空间 И? 的 基本 性 质 ; 第 二 节 给 出 第 一 节 的 引 理 和 逼近 性 定理 的 
证 明 ; 第 三 节 给 弱 闭 性 定理 的 证 明 ; 第 四 节 给 远 人 性 定理 的 证 明 ; 
第 五 节 给 紧 致 性 定理 的 证 明 。 对 证 明 不 感 兴趣 的 读者 可 以 只 读 第 
—#, 


571 有 限 元 空间 的 基本 性 质 


由 第 五 章 可 知 , 对 于 <€ ССК), D'u 的 近似 函数 是 由 Пн, 
Derx(JT5gxsPoxx) 及 Nk 唯一 确定 的 。 所 以 Пи 对 zx 的 近似 误 
差 化 为 ZZ 的 误差 是 合 情 理 的 ,下 面 的 引 理 证 实 了 这 一 点 ， 

引 理 7.1.1 下 述 结论 为 真 : (1) 对 于 wk [loo]， 存 在 与 
K,h 无 关 的 常数 C 使得, 当 1 一 0,1 时 ， 
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S) [реи 一 Пф йк < СЕ | У) min (Dow — рк 


ТЕ \вг=1 pe NË 
1 
+ Ви Пик + А u — Поко акр ,C7.1.1) 


Vr € CICK), УКЄК,, Vh€ (0,1) — 致 成 立 ，(2) 对 于 sell, 
00] ， 存 在 与 K,h 无 关 的 常数 C 使 得 , 当 1 0,1,2 时 ， 


Ур — Пф к С | D) Ahmin Du — р] 


Вај 18121,2 peng 
+ Kiju — Hallo, e + в т! {н 一 Пъки\іо, „эк 
+ ке w — Teu ЕТ: 
Ч). г» 


Vu € ССК), УК € K,,VA(0,1) 一致 成 立 。 
对 于 Mo 等 的 误差 ,我 们 有 下 述 引 理 ， 
引 理 7.1.2 (1) 设 具有 仿 射 连续 性 ， 尺 度 不 变性 和 逼近 
E, сЄє[1,00], 5 р 20а ВУ s> (1 — pc if 
ui < no /(n — (1 — j)o); 
щ n= (1 — о ВЯ и: < 90; Щщ п (1 с B иу оо, 
j= 0,1， 则 存在 与 Kh 无 关 的 常数 C 使 得 


rti- iti 


= |а|, вако J 0.1, (7.1.3) 


++ 旦 二 1 r 


|е 一 Hsxz||s,, ax < СВ} = и], мк, (7.14) 
Чиє W'ntie( K) ПИСК), VK € K,, Vh € (0,1) 一 致 成 立 . 
(2) 设 至 具有 仿 射 连续 性 ПЕКУН ЯШЕН. = a >o, Н. 
设 ， 当 2>(2 一 hg 时 ш < 2c/(2 — (2 — Do); 4 2 一 
(2 — о Б} z; < оо; 2 < (2 — о BP р; < осо, == 0,1,2, 
则 存在 与 К,» 无 关 的 常数 C 使 得 | 


r +1—;j— = 


Па — Паок C! 


llu — Akulli nue < Ch 


а а sai = 0,3,2, (7.1.5) 
r 十 1 十 下 二 上 上 一旦 
[и — Hegulomor SCR? 9 |] мк, (7.1.6) 
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СИИ 


一 psx 


ðs 


дн N 
— II 
w әки 


+ 
Vue (| иек), К € K,, YhE (0,1) 


із | 


+919 
0. 9 K < Ch ИСС | u| ntok’ (7.1.7) 


+2218 
Dg 8K < Сд w * [#|„+е,к› (7.1.8) 


一 致 成 立 。 

上 述 两 个 引 理 解决 了 近似 函数 H£ 的 误差 精度 问题 。 引 理 中 
对 p; 的 要 求 是 WK) 连续 能 人 到 WKU < m) 的 条 
H. 

从 第 五 章 构造 有 限 元 空间 的 方法 可 以 看 出 它 的 特点 : С) S 
数 的 逼近 函数 和 函数 的 近似 函数 可 以 没有 导数 关系 52) 域内 函数 
与 边界 函数 往往 不 同 ; G) 边界 少数 在 单元 边界 两 边 也 可 以 不 连 
续 。 但 是 有 限 元 空间 是 Sobolev 空间 的 近似 ,所 以 导数 的 近似 函 
数 应 具有 一 些 导数 的 作用 ,域内 函数 与 边界 函数 应 有 一 定 的 联系 ， 
单元 间 的 边界 函数 应 有 一 定 的 连续 性 。 下面 引 理 7.1.3 说 明了 这 
一 点 。 

引 理 7.1.3 设 xz 具有 仿 射 连续 性 ， 尺 度 不 变性 , 弱 连 续 性 
和 逼近 性 且 满 足 单元 秩 条 和 任 ，we [1,00], 则 下 述 结论 为 真 ; (1) 
对 m= 1, FES 天 ,已 ,无 关 的 常数 C 使 得 

Шык SC УП „к 0.1.9) 


1Ві=1 


llika 一 Пьки|,.„„вк < Ch 5 kell s (7.1.10) 


181 =1 
Vu € C(K),VK € K, ,Vh6 (0,1) — 致 成 立 ; 
[Пак w 一 larx W llor < Ch” > CME sw lou, + |H lear) 


IB s1 


(7.1.11) 
Vw є C'(K,U K;) 成 立 ， 这 里 F == К, K, 是 K, 中 的 K,,K, ËJ 
公共 # 一 1 维 表 面 ，(2) 对 m 一 2， 存 在 与 K,F,, 无 关 的 常数 
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1 
У У) Mulia <C 5) шк, (7.1.12) 


j=0 18=]ј 181 =1 


2 
У) 1репёи — Пн] к < Ch X, Mulong» (7.1.13) 
ѓа 1 181 =2 


| 
{Oku 一 Пәкҥ|\ „әк + В 


D, B K 


加 При — Hiru 


+ ШЕ: Пи 一 Пи 0 OK 


1 Й 
< ch "7 У) |П шк» (7.1.14) 


Ві =2 
Vu € CXK),VK € K,,Vh € (0,1) 一 致 成 立 ; 
Tox, w — Пәк нё „шр + Alir + Trw lonr + hll E w 


+ Па | P < СВ!” D (HË wone, + IE whoa)» 
{В| х2 


(7.1.15) 
' Vw Є ССК, 0К,) R, REFE К, 中 的 单元 天 ,天 ， 的 公共 
№. 

下 面 讨论 中 ,假设 A 满足 ; ШР КЄК, 的 n 一 1 维 
表面 , 且 当 ЕСӘО 时 ,存在 КЄ, КСВ" 一 9, 使 得 了 一 
КПК, W k= 1,-- s n, Їп Qt 是 0 和 К" 中 的 维 平面 相交 
得 到 的 《 维 区域 ，0* 一 9. 

定理 7.1.1 EHEER) 令 加 一 1 或 m= n= 2, c€ (1, 
со), 设 H, 成 立 。 对 于 J€ {0，1，… ,m 一 1}, 假设 当 n> (т 
— 20%, 

g 
n= (m= опо < А 
Щщ p = (m — Po BF, K€ (1,--., n), c < а < co; 34 nn < (m 
一 Dr 时, Ae {1,---,9}, о< а < co, N] Vw Ewa), 
lim inf (1 wt У) 1р 一 “geot = 0. 


A—>0 m 
“е, ТР 
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3538 СО), W; pK Wm (O), Wy, 上 述 结论 仍然 成 立 。 

在 上 述 定理 中 ，wh 可 能 在 Qt 上 的 某 个 大 维 调度 为 0 的 集 
合 上 没有 定义 、0t 的 某 个 子 集 可 能 是 单元 KE K， 的 边界 ӘК 
的 子 集 , 这 时 取 wh 在 这 子 集 上 的 值 是 wile 在 天上 的 连续 延 拓 
的 值 ,这 里 K 是 天 的 内 点 集 。 如 果 这 样 的 天 不 止 一 个 , 可 任意 取 
定 一 个 。 本 书 的 其 它 地 方 如 遇 到 类 似 的 情形 ， 可 按 此 意义 理解 . 

定理 7.1.2( 弱 闭 性 定理 ) от 18 тепе 2, c€ (1, 
оо], Ж H。 成 立 。 则 { 了 7 到"“"(9)} RSDR, WHERE 
L”” (Q) 中 弱 收 敛 的 序列 иЄ", TEN}, 4 

limh, == 0 

时 ,{w.} 的 器 极限 属于 WO); 而 且 (ET, Соу} 58 
闭 的 . 

定理 7.1.3 (RAEE) $ m= 18 m=n= 2, z€ (1,00). 
设 H, 成 立 , 对 于 1€ (0,1,:- m 一 1} ,假设 当 n > (m — Ра 
时 ， 

ke. 
п — (m — о < Ë < n, o < “全 G Do 

Щщ p= (m — Do ЇЧ, Ke (1,:: ny, o < а < 00; 4 т< (m 
一 0 了 时 ,Ke 人. G< и < со, HEES В EANA A 
C 使 得 | 

wi € WT, 2) Nwilomot < Chawslln.s.os h€ (0,1), (7.1.16) 

定理 7.1.3 是 Sobolev 媒人 定理 的 推广 。 要 上 式 对 一 个 与 4 
有 关 的 常数 成 立 是 容易 的 ， 关 键 是 要 与 4 无关， 所谓 推广 就 是 沿 
h 一 0 的 方向 ,下 面 的 紧 致 定理 也 是 Sobolev 空间 的 紧 致 定理 按 
这 个 意义 的 推广 . 

定理 7.1.4 CKE) Фт= 1 EZ m = n= 2,06 (1,00), 
设 H。 成 立 ， 对 于 76 {0,…,m 一 1}， 假 设 当 s> (m 一 fj) 
BJ, 


š 278 ° 


ke 2. 
п — (m — Do” 
当 n= (m — jije 时， kE{l, epn} oS z < 00; 当 n < (m 
一 力 c 时 ， 《ET1 nh o < д < оо, 则 对 任意 在 L” (Q) 中 
有 界 的 序列 и. Є Wr”, тем, ШЖ 

limk, = 0, 

就 存在 N 的 子 列 N 和 ue EWC), 使 得 luu ПИЖ 
于 s. H | 


п — (т = Do < < п,0 < и < 


lim |D, — |, at = 0, 


, 
r>a, TEN 181=; 


若 将 WE 和 WCO) 分 别 换 成 WT ‚ўе (о), 上 述 结论 仍然 成 


Ў, 

LAUSETE, BLEEE, Tk A EB 31 K Sr E FEE BJ SE 
立 ， 为 有 限 元 方法 求解 微分 方程 的 问题 的 收敛 性 奠定 了 基础 。 一 
般 有 限 元 解 的 收敛 性 归结 为 三 个 条 件 : 泛 函 的 弱 强 制 性 ， 有 限 元 
空间 的 逼近 性 ， 有 限 元 空间 的 弱 闭 性 ， 泛 函 的 弱 强制 性 由 戏 和 人 定 
理 和 紧 致 定理 可 以 得 到 。 下 面 给 出 定理 7.1.4 推出 的 著名 的 Poi- 
ncare 和 Friedrichs 不 等 式 的 推广 形式 。 

定理 7.15 设 1<0< ©, m = 1 2, H, 成 立 ， 则 存在 
与 无 关 的 常数 C,,C,,C， 使 得 广义 Poincare-Friedrichs 不 等 式 

us E Wr, (|и| „а < Cil us | „шд, (7.1.17) 
广义 Роїпсагё 不 等 式 
s € W/, [ГЛ = с | ae 十 2 (| мах) ), 


(7.1.18) 


和 广义 Friedrichs 不 等 式 
иЄ ИУ, ||. о < СС moo + |l. ao), (7.1.19) 
对 足够 小 的 ARA. 
上 面 所 有 引 理 和 定理 的 证 明 将 在 本 章 的 剩余 部 份 给 出 ， 如 对 
$279。 


证 明 不 兴趣 的 读者 ,到 此 可 以 直接 读 第 八 章 。 


072 引 理 和 逮 近 性 定理 的 证 明 


本 节 将 给 出 第 一 节 中 的 引 理 和 逼近 性 定理 的 证 明 。 为 了 证 明 
它们 ,还 要 建立 一 些 引 理 ,这 些 引 理 本 身 也 是 有 意义 的 。 本 节 总 假 
定 (K, 满足 假设 KI—K3, 

引 理 7.21 Vr EN 十 {0},p,vE[1, 001， 存 在 内 与 fypyy 
和 ww 有关 的 常数 C 使 得 

PEPCK, loloa < Ch” "|р „к. OLI) 
V: € {0} + N,VK6 K, ,Vh6€ (0,1) 一 致 成 立 。 

证 明 ”利用 (5.2.5) 和 (5.2.6)，(5.2.2) 和 (5.2.3) 及 K3, 可 以 

证 得 : Ype P,(K)， 


| «СВ р] е, (722) 
{$1з „в S Ch YU |р, ок 


显然 [е1 和 
> | ° |ва 


都 是 商 空间 Р,(К)/Р, 1С) 的 范 数 。 这 里 PCK) = {0}. H 
有 限 维 空间 各 范 数 的 等 价 性 可 得 ，Vpe P,(&)， 记 {д} 是 $ 在 
商 空间 对 应 的 元 素 , 则 


[Pl Ху е СН, 


=C inf |ó—7ql,,*= СВІ... (7.2.3) 


由 (7.2.2) 和 (7.2.3) 式 可 得 (7.2.1) 式 、 证 毕 ， 

引 理 7.1.1 的 证 明 (7.1.1) 式 当 7 一 0 时 是 显然 的 。 考虑 了 
一 1 的 情形 。 取 pENIG= 1, r,a). X Vu& CKK)， 注 意 
Hs € Ng ， 则 引 理 7.2.1 给 出 


“2809 


йр — Пий СА" |р — alia (7.24) 
由 Green 公式 和 (5.3.5) 式 得 


йр — Пик = | Cp — Пи); — Пан) йз 
== КС — Tis) (Cp — Ррби)ах 
+ | (p — ПШён)( Ри — Hku)dx 
K 
= К; — Пйи)(р 一 D"uwjdx 
+ | „(ж ~ п) — пома 
әк 
一 | Dri(p 一 Пёи)уби — Пи)ак, 
K 


利用 Hailder 不 等 式 可 得 
[р 一 Пик < lp 一 了 Ra крш 一 pil... z 
+ |р 一 Пен, 一 Hszu|h,..ar 
+ Ip — Пум |," 一 Пик 
再 由 引 理 7.2.1, 有 下 述 各 不 等 式 


lp — Nixlho,g,r < ск ШТ. — Mullon r’ 
р 一 Rs rar < Ch 7 lp 一 Da 
< С” =e- 一 Пём||,.„к» 
|p 一 Iis |, oz S < Ch” "lp Пк. 
ш; | 
lp 一 Пн ык < C |p — Hu ок 7 рч 一 ДЇ" 
+ a # “ |Ju — Hexrullo, nor 


+ ВЕ 57 а Пум к). 
将 上 式 代 人 (7.2.4) 式 ,消去 两 边 的 Др 一 Луні, „ к 可 得 
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|p п, к < C {Du — рк + AF {м — Поки, ок 
+ h |a 一 Пик}. 
注意 Diu 一 Пиј, „к < Du — plone + |p — Пиј, „к 和 
2 的 任意 性 ,可 得 
реш — 114и], x < Cimini Du — ploa x 


рєм 


+ В| — Пи] „к 


+ сар 一 Пьки|\,„„өк}. 
于 是 (7.1.1) 式 为 真 。 
用 类 似 的 方法 可 以 证 明 (7.1.2) 式 。 证 毕 。 
引 理 7.22 设 " 是非 负 整数 ，ce [1,co],G 是 一 多 胞 形 . N 
存在 常数 C(G) 使 得 
Ve € WCG) int (lls + ploca + lv + рыс) 
和 С(С)у| ө, в. (7.2.5) 
证 明 记 工 是 PO 的 维 数 , 令 },1<<1,, E P,G) 
的 对 偶 空 间 的 一 组 基 。 由 Hahn-Banach 延 拓 定理 ， 存 在 定义 在 
空间 ИС) 上 的 线性 连续 形式 ,仍然 记 为 <<Ар, т 
RAEM: УрЄР,(С), fO) 一 0, 1< ;< L, ЮКА 
p= 0。 下面 将 证 明 存 在 常数 C(G) 使 得 
Vv E WCG), lolosoc + lol +0,6 


<c(e el, + У, ПО)! (7.2.6) 
如 果 (7.2 6) 式 为 真 ， 那 么 Wewa), 5 gE РС) 满足 
Со + q) = 0,1 < 委 1< 委 了 ,于 是 由 (7.2.6) 式 得 
,in (ly 十 站 sc + lle + рі, 6) S Ilo + qll,+u,z,G 
< C(G)|e|,+ua,ç s 
于 是 (7.2.5) 式 成 立 。 


用 反 证 法 证 明 (7.2.6) 式 。 如 果 (7.2.6) 式 不 成 立 , 则 存在 
„аси (G), 


e 282 < 


— mt 


4 


— < wa ld 


使 得 对 m 221, |e,Ü,aç + [бәс 1, B. 


L 
inf Поне + УТА) = 0, 


i=l 


由 于 {rn} 是 WCG) 的 有 界 序列 ,Rellich 紧 致 定理 说 明 , 存 
在 {vz。} 的 子 列 ( 仍 记 为 {vz。}) 和 ve WCG), EB don) 99 
ЖТ?” B. 
Вт [о — ||... = 0. 
Н 
lim | Vm |10,6 = 0, 
Вто WCG) 的 Cauchy 序列 ， 因 而 {vs} 在 WCG) 
ФР o. FÆ [гос + [ela =t ËB 10|, 0, 
fie)= 0, 1<;=<L, 由 lelece 0 TA v EP, (С), 
С») 一 0 说 明 e= 0, 与 leloa ae + [ela I 一 1 矛盾 所 
以 47.2.6) 成 立 。 证 毕 ， 
引 理 7.23 Z ”是 非 负 整数 ,1 < z< co , 则 存在 与 К,В 无 


关 的 常数 C 使 得 
ty, б = Pl,a,K < Chtis|y | ugk, Vv € еск), 
(7.2.7) 
хў s= 0,1, r + 1, YKE K,,h € (0,1) 一 致 成 立 ， 
А r 十 = 上 
a [о 一 pllo,o,or < Сд f jol tnak’ 
Ve E W7C К), (7.2.8) 


VK € K,,Vh6€ (0,1) 一 致 成 立 。 
证 明 利用 关于 К, 的 假设 K3,(5.2.2) 和 (5.2.3) 式 及 (5.2.5》 
和 (5.2.6) 式 可 得 | 


inf |v — pl uor S Ch ` 


P EPKK) 


s+% ， 
inf 2 — } 
верф | $! so, Ês 


r+1— 


|а|, на < CA о ак (72.9) 
再 利用 (7.2.5) 式 则 得 (7,2.7) 式 ,利用 (5.2.2) 和 (5.2.3) 式 及 (5.2.19) 


283% 


和 (5.2.20) 式 可 得 


sl 
inf [о — рәк < Ch ° int |0 — ñl,.s*, 
pe P (K) £ e p (Ë) 


再 用 (7.2.5) 和 (7.2.9) 式 可 直接 得 到 (7.2.8) 式 ， 

引 理 7.1.2 的 证 明 现在 证 明 (7.1.3) 式 。 记 SC) = (K|K € 
SZ, |K| = |R| В px 2 пёк). 首先 存在 与 KK 无 关 的 常数 C 使 
得 | 

ue зї! K), >; {Пинк С, аске (7.2.10) 


j=0 


VK € 5(п) 一 致 成 立 。 如 果 (7.2.10) 式 不 成 立 ,那么 对 m EN, # 
在 Ko ES) 和 wme ИСК.) 使 得 
D> Nadi ,> та, +„о,к„ (7.2.11) 


i=0 


成 立 。 不 妨 设 
еки)? = > 1Ф. кн.) 1? = 1,m € N. 

由 于 KE SG), J, (5.2.2) 式 和 (5.1.3) RA, {Be} 和 
{Вк1} 是 矩阵 空间 的 有 界 集 。 所 以 不 妨 设 Be, СРЕ 
Е B.(K € H) ok n) KAFRA be Ru, 显然 lel = 1. 

由 Xk 的 仿 射 连续 性 可 知 HY unlia ,有 界 . 于 是 (7.2.11) 
式 给 出 

lim |а|, о.к, = 0, 
利用 引 理 5.2.1 得 
| 14|, +10, < C [н ||, +о.к„» 
因而 

lim [30 | tiok == 0. 

注意 到 $i,x， 在 Ca 和) 的 对 偶 空间 中 收 化 于 Фк, НАЗЕ 
Æ WaR), hin 是 WCR) ВРЗ рН 
界 序列 。 进 而 
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gios 


证 


(PiK, Amd) < Bi 0, — 0. 
故 
lm xk, bn) = limpi, (4n) = ф == 0, 


与 isl = 1 矛盾 ,因而 (7.2.10) 式 为 真 。 
Ж, КЄ (т), ЕНС7.2.10) 11 Sobolev 嵌入 定理 得 


1 1 
Уи — Пий к == snf (a — р) — Пи — р), а.к 
i=0 РЕР, j=0 
<C inf [а — р], н.к. 
РЕР (К) 


利用 (5.2.27，(5.2.3)，(5.2.5) 和 (5.2.6) 式 及 S 的 定义 可 以 得 
到 ， VK € S(m), 有 
Па — platno < СПЕ — РІ, а.а, 


E |, +u, < С\|и| ritlo,Ke 


在 引 理 7.2.2 中 令 ， = rG = É 可 得 
1 
Vu € рК), КЄ 801), D) lu — Пн, ок СІ], нк. 
і= 0 


(7.2.12) 
最 后 ， VK € K,, 令 Өк 一 CIRI/IKIDY®, R = {| = 0х, 
vVzreRKt,， 则 和 总 es)， 由 焉 的 尺度 不 变性 和 (7.2.12) 式 得 , 当 
і = 0,1 时 
|u — Пи |i ue = ORPI — Пей |ж 
< Ск" |2 |, ал, 
== сөк kami и | ы. Ke 
注意 pg/hr < 0к < helers HOr 是 В! 量 级 ,所 以 (7.1.3) 式 成 
x. 
用 类 似 的 方法 ,可 以 证 明 (7.1.4)~(7.1.8) ж, 518871246 


定理 7.1.1 的 证 明 нт 10И. Xk 对 ve (1, 
со) АДЕН, z = co, 逼近 性 也 成 立 ，Ype C%(0), # 
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(7.1.3) 式 中 , 令 а = 0. о = co, 于 是 
lp — (Пф) at < Clp — p) loot 
< Cilp — (Hip) lo。 
іс KEK, 是 使 得 |p 一 (Dig) 上 wo = Пе 一 aip) ,wx 的 单 
元 , 则 
le 一 (Io) honot Clp — Пф, к < САЗ, к 
< Cpl, trone 
在 (7.1.3),(7.1.4) 和 (7.1.1) 式 中 取 а = o,po = о, 可 得 
lp — Tipli eo 一 У) У) Рё — Пф] ‚к 


би 


«с X Í X1 min IDo — рк 


КЕК, аа pe NË 


+ 5 hi lg ыык}, 


i=1 


再 利用 引 理 7.2.3 得 


lp 一 到 oo < С s h'i|pl,aa.os (7.2.13) 


f=1 


因而 
tm (| — (Пф) lot + lip — toll... Y = 0, 


Vw eriw(9), 由 Soboley 迹 嵌 入 定 理 可 知 , wl 7 


H CaCO) E W'a) RRR HETA, Ve > 0, 在 在 pe С"(0) 
使 得 | 


2+) 


lw 一 plouat + По — plog < E. 
于 是 由 (7.2.13) 式 得 


lim inf (lw — mà]. ot + lw |0,0) 


‚ш w 


< lim {llw — ll... + lë — p'h,o0 


+ inf (fp — и |, оК 十 | 一刀 lo < 8 


H e 的 任意 性 可 知 
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lim inf (lw 一 zj 和 os + iw — walao) = 0. 
з eW} 


若 p€ ССО), W Bio € HA, m C;(0) 在 wa) bA 

密 ,重复 上 述 步骤 便 可 得 ; 
Vw € W° (O), lim inf (w 一 и 
+ lw в |1,0) = 0, 

定理 7.1.1 的 结论 在 w = 1 时 成 立 ， 

АЁ т = п = 2 的 情形 类 似 地 可 证 。 有 具体 证 明 留 给 读者 做 练 
Я. ЕФ, | 

51227.24 “m= 132. хт 具有 仿 射 连续 性 。 对 
Ke ЖО, z, € Cin(K,), r€ 10) +N, 如 果 

m|| $z, G) 一 фк, (и) == іт | Bz, — Bg || = 0, 


则 对 |8| < т,пб и, Ж HË, 

证 明 引 理 的 结论 在 8 = 0 时 是 不 言 而 喻 的 。 对 8 = es 
<< п, 在 (53.5) 或 (5.4.1) 的 第 一 个 式 子 中 做 坐标 变换 а 
Вк,# + bx.， 利用 导数 链 法 则 和 (5.2.14) 及 (5.2.15) 式 可 得 


Су Ç [сол , 
|, Pix Mu |4е:Вк,\4# = | pix, Поки. (BEIÑ); аееВ а, ld? 
20 
А“ AN 
一 | BR Depix дий uidet Bx, ldt, 


由 此 可 以 看 出 4k, KAF Ako Qt, KAF Qk, PEA Ck C.) 收 
AF 夸 ,(m)， 进 而 Miu BAT ПЁ. 
对 18| 一 2， 用 关 似 的 方法 也 可 以 证 得 引 理 结论 ， 证 毕 。 
引 理 7.1.3 的 证 明 《1) 仍 记 SC 一 {KIKE .22 |K|= Ki, 
Н ок 2 nhx}， 首 先 存在 与 K 无 关 的 常数 C 使 得 
Vu € CCK), (Пи |, + Eku — Поки, „эк 
<C У) \П#и|,„к› | (7.2.14) 


ist 


VK є S(m) 成 立 ， 若 不 然 , 对 rEN, 存 在 K, € SC) ,ur € СКК) 
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满足 


llk и.к, 十 Jaku, 一 Пок „и.о, pr。 


>т У) Пн, ок, (7.2.15) 
181=1 
由 于 p€ PKK.) Hke = р, HE p= 0, Mag p == plok,» 则 从 
BE&.,Dak， 的 线性 性 质 ,可 以 令 


lpk Cu) = 1, pk Cu) LoC). (7.2.16) 
由 SO) 的 定义 和 (5.2.2) 可 得 
[Bell < С, |ва < С, YK ESU). (7.2.17) 


所 以 不 妨 令 {gk,《wr)},{Bx.} 是 收敛 的 ， 因 而 存在 KEX K 
so € сок.) 使 得 
lim||#k,(,) 一 ФЕ (и) 一 lim |Br,— Вк || = 0. 


BA, ПФ, С) 一 1。 因 为 ВЕ Bro RA dra — idn. Ж 
对 j= Lete Mi， 有 
| limg;, r, (1) = Hx). 
从 (7.2.16) 可 得 
pk (Cu0) L pik 1), (7.2.18) 

SHm, h 具 有 仿 射 连续 性 ,由 引 理 7.2.4 给 出 ,(7.2.15) 式 的 
左 端 一 致 有 界 , 所 以 Miu 一 致 收敛 于 0。 再 由 引 理 7.2.4 得 到 
I 一 0, 1<;i< s, 由 (5.3.11) 式 得 

. Ok.,ék,( t) == 0, 
单元 秩 条 件 说 明 , 方程 Ое — 0 的 解 空间 是 一 维 的 ,又 ФП) 
SORTEZ dkn) = ЕФ (1)。(7.2.18) 式 说 明和 (x 
=0 X5 [1,0601 — 1 矛盾， 所 以 (7.2.14) 式 为 真 ， 

VKe K, % 
Өк — (IRINIKI)’, R = {313 = бүк, Yee K). ` 

则 Ñ e 8(%)。 由 尺度 不 变性 和 (7.2.14) 式 可 得 
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При | x kau Өк*Өк | Пр | „е < СӨк”@к 5 Nl sg , 


| (8|=1 
-*#—1 ` ~ 
[05и 一 Паки, к = Әк“ Шй — П], „эв 


КЕЕ К 
< Co. “ > BEZIER 


1АІ =1 
而 且 nç 一 oz, 18| < 1。 所 以 (7.1.9) 和 (7.1.10) 式 成 立 。 
(2) 对 > 0， 存 在 与 KK 无 关 的 常数 C ,使 得 


[Пэк 一 Пәке llour 


< с У) Спе, „к + [HË ||), (7.2.19) 


181 =i 

Vu € CH(KUK') 及 这 样 的 K, КЄ. 一 致 成 立 ; F = КПК 
是 公共 (n— D 维 表面 ， | 天 | 一 IR], hy SEs hr S Ë, ок > 
š hr pg 2 £ hu, 

如 果 上 述 结论 不 对 , 则 对 zeN, 存 在 К/К: € X ,K, Y K,= 
Е, 是 公共 (a 一 1) 维 表 面 ，| 天 -| 一 |К|, mar{hr, в}, 
ок, 2 Ehe, PK: 22 ЕВ, AR w, ECK, UK), 使 得 

llit z w: — nm l А 


>< У) (пек, + Пк, 
1211 


与 (1) 类 似 ,不 仿 令 当 r€ N 时 ,有 


(7.2.20) 


„к; 


ФЕС Р + |ы бе, О = 1, 

ФА Сею. к) LARC), (7.2.21) 
而 且 存 在 KosKoE HX 及 wE CCK UKo) 使 得 FP, = K, К, 
是 公共 (n— 1) 维 表面 ， 且 当 + —* со В, фк (se,| z,) — ФЕ (w 
[x) be rle) -> $| к)” Вк, 一 > Br,» В,» B... 进而 
ПЯ wo = 0, ПШ, = 0,1 < ; < а, Д Фі, (е, к„) = 0, My (wo 
[KD E PK) Mowal ay = Паш. HEE RETA pr Uppt 
lr) = Фр, (Hag, wilr) == 0, 故 Myo = 0, Вр Фк Соо) -= 0. 

0 9 0 
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这 与 |+ + Фр! ОЙ = ЭР, AAO 


成 立 。 
利用 (1) 后 半 部 分 的 方法 ,可 从 (7.2.19) 式 推出 (7.1.11) 成 立 ， 
СЗ) 利用 (1) 和 (2) 的 方法 可 类 似 地 证 得 (7.1.12) 一 (7.1.15) 各 
=, Ш Её, ` 


73 ШЫ 性 


本 节 讨 论 有 限 元 空间 的 弱 闭 性 和 验证 弱 闭 性 的 条 件 ， 在 讨论 
过 程 中 给 出 弱 闭 性 定 理 的 证 骨 。 设 X 是 一 个 Banach 空间 ， 其 范 
数 记 为 | ，jx。 对 于 XX 的 一 列 闭 子 空间 ，X,,Xi， hE (0,1)。 称 
{X X) 共有 弱 闭 性 , 若 对 о. ЄХ, ,TE N, ЩЧ p, ТЕХ ФӘН Sk 
Ts B 4h. 一 0 时 ,得 же X,. 
YuE L” (Q), pE CSCR”), 定义 


Т,.(ф,и) = | (рери? + pustri)dr, 
o 


i= 1,---,п,|8] < m. (7.3.1) 

令 PCZL”“(8) 是 一 列 有 限 维 空间 . 称 {У,,У "(Г О) УГ УХ 

分 片 检验 , 如 果 Vve ЄУ,,, TEN, щ v, 在 L=>=(Q) 中 有 界 且 
h — 0 时 ,下 述 等 式 

HmT,.(p,e) == 0,7 = 1,506, |8| < л, (7.3.2) 


Ve € CSCA) 成 立 ， 称 У, ИСО) л КДЕ, ER 
Ve, EV TEN, 4 {v} 在 1900) HAER, k—>0 BF, 
(7.3.2) Vg € C7(R°) 成 立 。 | 
引 理 1.3.1 (V,,.W"“(Q)) 具有 弱 闭 性 的 充 要 条 件 是 通过 广 
ХААА, (У, Со) 具有 弱 闭 性 的 充 要 条 件 是 通过 广义 
分 片 检验 ， 
证 明 对 s€ L=>=C(Q), Щщ L==(Q) 的 定义 及 W==(Q) 到 
LOCO) 的 对 应 和 Soboley 空间 的 定义 ，w € W==(Q) 的 充 要 条 
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а 


件 是 

T, (p.s) = 0,7 = 1, epn, |b] < m (7.3.3) 
Vo € ССО) Жу, eW) 的 充 要 条 件 是 (7.3.3) 式 Vo € 
CrCR") 成 立 . 

如 果 {VV;,W"*(Q)} 通 过 广义 分 片 检验 ,那么 Vv e V, TE 

N. # о, BERF vosh 一 0， 则 对 i 二 1,……,n，18| < m, 
Və € CCQ), 有 

T, (g v) 一 Нш ToC ve) = 0, 


ВП e€ Ито), TE (V,,W"”°(Q)) 是 绊 闭 的 ， 

设 {V W) 具有 弱 闭 性 。 令 e€ V, r € N, {v} 是 
L*“(Q) 中 有 界 序 列 ，h: 一 0, Vg € CY(Q), i= 1,---,п, 181 
<m, W N 是 N 的 子 列 , 且 ` 

lim 17 人 (pyoc)| = lim supl Tei(Pp ,v2) |, 


显然 {vr}rew 是 СО) 中 的 有 界 序列 ， 所 以 存在 N 的 子 列 
N” 和 e€ W" (8)， 使 得 {v} SKAF ww。 因而 
Базѕыр |Т, Ср») | 一 СТО] 一 0， 

所 以 {V Wr Q) 通过 广义 分 片 检验 。 

同样 可 以 证 明 {V;,W"(8)} 具有 弱 闭 性 与 通过 广义 分 片 检 
验 的 等 价 性 。 证 毕 。 

广义 分 片 检验 的 概念 是 由 Stumme]2 对 非 协调 元 空间 提出 
的 , 张 鸿 庆 鸣 把 它 推 广 到 多 套 函 数 有 限 元 空间 ， 本 节 取 的 是 后 者 . 
现在 给 出 第 五 章 构造 的 有 限 元 空间 通过 广义 分 片 检验 的 等 价 形 
s, 

引 理 7.3.2 设 > 具有 仿 射 连续 性 ， 尺 度 不 变性 , 弱 连 续 性 
和 逼近 性 且 满 足 单元 秩 条 件 ， 则 (ИСО) 通过 广义 分 片 检 
验 等 价 于 ; 对 wre CAD), D wla = 0,18] < 1,r6€ N, Ж 

{ПШ жю, |. < co 


Н. A — 0 Д) Vg € Ce(R*) 下 式 成 立 ; 
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lim >; | ФП xt N,ds= 0.1 < i < L (7.3.4) 
бк 


г-еКЕКА 


(Wi Со) 通过 广义 分 片 检验 等 价 于 :对 wee CG), r e N, 
= | 


inf|I welig < oo 
r 


8 А-9 0, 则 vpeCcr(9)，(7.3.4) 式 成 立 。 
证 明 由 WA 的 构造 可 知 ，{ 雪 1, 谊 5"(9)} 通过 广义 分 片 检 
验 等 价 于 : 对 о, Є CCB), рё, | = 0,181 <1,тєм, # 
info |. < 00, №, > 0, 


ДІ Vo € ССК"), FAXR: 
Ет Т, Сф, Пк) = 0,1 < ;í < n, (7.3.5) 


利用 Green 公式 得 
T, (p i}, w) 一 >| (Dspllbo, + фП ө )dz 
K K 


ек, 


一 > [| s Geo, 一 D“ilIRu, )dzx 
K 
-一 | we, -一 He )N,ds) 


+ D|, епок, 
令 p€ PA(K), 注意 Po(K)CNE， 从 (5.3.5J 式 得 
Tulp Tk) = У Ce Р) Спе, — punte dz 
一 | Cp — Рода, — пш дм} 
+ 之 | Pano Nas, | (7.3.6) 


利用 Halder 不 等 式 ,不 等 式 (7.1.9) 和 (7.1.10) 可 得 
Се — Geo, — репо) ds 


• 202. 


< [е — Pil... |o, 一 Page 


< cip = Pllo,a’.x > Hee ||о,о.к › 
iĝ =1 


K — р) (Пок, — URwe)Nids| < 
le 一 Р[,, „эк Пеко, 一 Erw lloar 
< сњ = ф||ь,в'.әк > 11ка rs 
| =1 


利用 引 理 7.2.3 可 得 
| Co = y Gisse, — Dnw, )dz 


inf 
p€ PK) 
= (ср (ne, — nbe,Dd:| 


<c| t По h. +A” int le — Ph] 
p$ P (K) 


pe P (K) 


° > [ЕРА 


181 一 ! 
< Chjo |. к >: kw loa. re 
ів. =1 


因而 
T. (p ma) = OG) + У) | plaw Ма, (13.7) 
кєк, К | 


所 以 (7.3.5) 式 成 立 等 价 于 (7.3.4) 式 成 立 ， 
类 似 地 ,对 {W;,W'”(Q8)} 引 理 的 结论 也 成 立 . 
引 理 7.3.3 设 Di 具有 仿 射 连续 性 ,尺度 不 变性 , 弱 连 续 性 
和 逼近 性 且 满 足 单元 秩 条 件 ， 则 (W2,022(O)) 通过 广义 分 片 检 
验 等 价 于 ; 对 w, € CCO), Рв, loa = 0,181 < 2,r€ N, Ж 


іп |25 wlz o < со 
В №, > 0, ДІ Vp e Cr(R’) 下 式 成 立 
М —N N: 
li 
lim 22 l, p | 2N IN, N: — N: 
” Ni NN 


N 
Пак, 


| ds 一 0, (7.3.8) 


4 
Hjxt2, 
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(W, WCO) 通过 广义 分 片 检 验 的 充 要 条 件 是 :对 w, Є ССО), 
re N, Æ 
іа |05, welaso < So h. э 0, 
则 Уф € Сг(0), (7.3.8) Ж, 
证 明 由 Wi бодаар, Wila) 通过 广义 分 片 检 
验 等 价 于 : 对 w, € C0), Dw, |0 = 0, |8| <2, r eN, Ж 
аР |07, 12,2, < 00,3,» 0, 


则 Уф € ССВ?) 下 式 成 立 。 
lmT;, (0,12 ш) 一 0 一 1,2,18| < 2, (7.3.9) 
对 于 “一 1,2， 利 用 引 理 5.1. 1 和 (7 1.14) 得 


| ФП кш Nids 
B K 


K 


к=з 


|, Фф Паки, N,ds 


ЕС óK 


< СЬ. ф ||... ша [үү 
其 中 利用 了 不 等 式 


le llos” „к SCh фк. (7.3.10) 
(7.3.10) 式 通过 利用 (5.2.19) 和 (5.2.20) 式 ,(5.2.2) 式 和 Sobolev IK 
人 定理 不 难得 到 。 由 (7.3.7) 式 可 得 

бат, (Ф s5 Ww) = 0. | (7.3.11) 
现在 考虑 |61 = 1 时 的 情形 ,对 18| = 1,i = 1,2, ШЖ 


T Cpo Ti 一 ОФ.) + anl P 


Ni —N N, 
-| 2N N, N: — № 
N? N.N, 
成 立 , 则 引 理 的 结论 在 (ИИ СО) р 的 情形 下 为 真 ,其 中 ç = 
(1,0,0), = (0,0,1), = &, = (0,1,0), 现在 证 明 (7.3.12)， 
利用 Green 公式 得 
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(7.3.12) 


s 
Пёкіо, 


N 
Пёкю, 
$ 


2T, (Pp II; Ww) = 2 S| omru, + D“ pla e )dxz 
K 


-> {| PORK? w, 一 Dew, 一 РПеш.)йх 
K K 


— | eo N, — Пака, N, — Mew, DN 
Өк 
+ СП во №, + Пако, №, 一 Пн ӘМ аз} 


+ > | (ре: ФП: —D g Пою.) 
< 

+ > | р(2М№М№,П кю. + (№ 一 МП ко), 
Т Јәк 


由 于 PoCK)CN&”， 利 用 (5.4.1) 式 得 ，vbpe PCK), 


2Т Се, н.) — У) G — РУП дш, — Dame, 
М К 


一 рою) ах 一 | es — PiS wN, 

— Пькиз№, 一 Maw,)N, + CI} k wN: + Пәкю„М, 

一 Hisus ,)N ilds} + 5f ЕСП, + D р Тр.) 
m K 


— (рфПєзшю, + DIDpEgw „)]4х 
+ | РСМ о, + (Ni — МП Das, 
z Jox 
由 不 等 式 (7.1.13) 和 (7.1.14) 可 以 推出 
Шао, 一 СП a, N, 一 Поки .М№,)|,.„.эк 
+ ШП, — GIZ kw,N: + HarweNi) .s,sr 


< Ch” У пеш, ||... z. (7.3.13) 


"Ві 2 
利用 引 理 7.3.2 的 证 明 方法 ,不 等 式 (7.1.12),(7.3.11) 式 及 (7.3.13) 
可 得 
2T. CP ID w,) = OQ.) 
+ >) ONA, + (N: 一 МУ)уПәкю„)4;, (7.3.14) 
8 
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上 式 说 明 (7.3.12) 在 8 = е, = 2 时 为 真 。 类 似 可 以 证 明 其 它 情 
Ж, 

对 于 {W;,W”(98)}， 可 以 用 类 似 的 方法 证 明 . 引 理 7.3.3 得 
证 。 

上 面 的 讨论 说 明 ， 有 限 元 空间 的 弱 闭 性 已 经 化 成 了 单元 边界 
上 的 插值 函数 的 要 求 。 下 面 将 给 出 F-E 检验 ,目的 是 将 К, 上 的 
整体 检验 化 成 两 片 单元 和 单 片 单元 上 的 要 求 。 这 样 有 限 元 空间 的 
弦 闭 性 的 检验 就 容易 多 了 。EF-E 检验 是 由 石 钟 慈 "3 针对 非 协 调 元 
提出 的 , 王 鸣 将 其 推广 到 现在 本 蔬 讨论 的 情形 . 

称 Ук 通过 F-E 检验 ,如 果 VKE€ SZ ,Her 可 以 分 为 两 部 
Ü: Пьк== Пк + Ще, 使 得 下 述 两 条 为 真 : 1) 存在 与 及 无 关 
的 常数 C, є > 0, VK,,K,€ X, F = КПК, & К, Ж К, 
的 公共 (п 一 1) 维 表 面 时 ， 对 Vw € Ca(K, UK), FAXR: 


н — Пк) | 


3+8; 


сг УУ ЧП юк, + HR] z), (7.3.15) 


lBi=1 


其 中 йк = IDaX(AK， shk,); 2) У є ССК), i=], A, 有 


|| лаким, < < с» t" SY mkswlloo,r, (7.3.16) 
IBi=1 


| mast ds < сг D прие, — G347) 


IBi=1 
其 中 С, 和 в 是 与 玉 无 关 的 正常 数 。 

类 似 地 , 称 ZE 通过 F-E 检验 ,如 果 YVKE X ‚Пус, Пк 分 
别 分 为 两 部 份 : Пк = Пк 十 Пк, Пок = Пак + Пок, im B. 
HE: 1) 当 K. K € €, Е = K, 1 K, 是 К,,К, 的 公共 边 时 ， 
Vw € Cn(K1UK,)， 有 


i (3r а + Yk ) ds | + IN (Irw + Dik w)ds 
— +a, 
< Сс У) (пе юк, + |k whoo)» (7.3.18) 
181—2 


r 296 • 


其 中 C1,s 是 与 无 关 的 正常 数 ; 2) 对 Vw ECK), FIER 
成 立 : 
|| (МПА 一 мм) 


+ [| ‚Ом + (Ni 一 муп) 
[5] 

+ || (МШШ + мыш): 
ƏK 


2 +s, 
< С DS) lnkwlo,r, (7.3.19) 


181 一 2 
| „(йе + |пф |94: 
о 


< Ск! У kel. zo (7.3.20) 
{Віж 2 


其 中 Cos 是 与 kK 无 关 的 正常 数 。 . 
定理 7.3.1 令 m 一 1 或 2, 设 Ук 具有 仿 射 连续 性 尺度 ， 
不 变性 ， 弱 连续 性 和 逼近 性 ， 满 足 单元 秩 条 件 且 通 过 F-E 检验 ， 
则 (Ито), {Prw 分 别 通过 广义 分 片 检验 。 
证 明 以 {ИЗ СО) ШЕВА. 15 w, e CO), рео, | аа 
= 0 || < 1, €N, H 


і |15 о, |, < со > h, „> 0, 
т 


则 
У! |, plagwNids = > >; | em eN d: 


кєк K FCoK 
+ >|, gnarwNids, (7.3.21) 


对 天 的 (п — 1) ARH Е, V 


则 有 
Rp = 5 У) (еп, 


& FC ƏK 
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一 У 5 J Pap(ESKws — РШ кю, )М№ ds 


K овсак °F 


+ > 
K ЕСӘК 


+ >) 


-= > К Ф = Рр) (Пв, w РЇП kt )N,ds 
K FCƏOK 


(ф 一 РЁр)(П кю, 一 РЇП ко.) Nids 
F 


Í ФРЇП$кш N d:, 


сак -了 


十 2; > |, ФР?П5 кш „М ds, (7.3.22) 


сак 


利用 引 理 7.2.2,7.2.3 和 7.1.3 的 证 明 方 法 可 得 


У) 19 一 Р?Фф|,„. < < с pl. (7.3.23) 


FC OK 


>; 10520, 一 РПЗ ки, |0, р = < сь jo |1,2, к. (7.3.24) 


ЕСӘК 


具体 证 明 请 读者 补 上 ， 对 ЕСОК,, FE K€ K, , K, = K, ОҢ 
FCO9 时 ,认为 KC R*— Q, wle, = 0), 使 得 F = KAK. 
NE ӘК, 的 外 法 向 量 , 则 


| pPI w, — Пк ш.) ма) 
Е 


< Pbel || sew — Пед 


Z 4e 
< Ch” ÉE” ГОЛ K, ur E, w, |. K.UK.e 


利用 上 式 和 (7.3.22) 一 (7.3.24) 式 及 Hilder 不 等 式 得 
А, | < со», + №21) [Фо | Rw, loo. (7.3.25) 
Кє, ja 


Рур = | pdr/ IK|, 
则 
R, = >) ФП као. N ds 
K Јәк 


a 299 5 


= >) РФП gw, Nids 
K JOK, 


+ У) Cp — Prw, Nids, 


K 


дк 


< | Pio] | Пё <, N.ds 


< Ch {фк 17 ао, ok 
一 а 


| C9 — Payne, Nd 
K ' 


< |ф 一 Proll.orl nS rw lor 
' н 
< СА! lolio rh aT. wlio» 
从 而 


Re] < с: С(Аз + ч), „al TE o, (1.6.0 (7.3.26) 
其 中 使 用 了 不 等 式 


Пе 一 P&el or < Ch” фік (7.3.27) 
这 一 不 等 式 可 用 引 理 7.2.2 和 7.2.3 的 证 明 方法 证 明 ,由 (7.3.25) 和 
(7.3.26) 式 得 


ка |, plarw,N;ds = lm (R, + Кк) = 0, 


Т ьо 


由 引 理 7.3.2 得 WW 通过 广义 分 片 检验 。 定理 的 其 它 
情形 类 似 地 可 证 。 证 毕 . 

定理 7.1.2 的 证 明 只 须 证 明 : 在 定理 的 条 件 下 , 通过 强 

Е-Е 检验 ,一 定 通 过 Е-Е юю. 当 通 过 强 F-E 检验 时 , (7.3.15) 

或 (7.3.18) 中 不 等 式 的 左 端 为 0, 所 以 它们 成 立 。 其 它 不 等 式 由 下 
述 不 等 式 直 接 可 以 得 到 ， 

[П$к „әк < CRE” 21 {Пе ||. к» (7.3.28) 


对 т=1‚,у/еєС'^(К)у,КЄ. RE. 
[П$ б ,0,5x + ikw ||„„„эк 
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£ ; 、 
< Ch У) nkwloo,rs (7.3.29) 


184 一 2 


对 m= 2,Yw ECK), WYKE X 成 立 ， 

当 m= 1 W, Пиш = 0, 1 SiS n, MW Horw = Поко 
一 常数 ,所 以 Mjw 一 0。 再 利用 引 理 7.1.3 的 证 明 方法 可 以 得 到 
《7.3.28) 式 . m = 2 时 也 有 类 似 的 结果 。 证 毕 ， 
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本 节 给 定理 7.1.3 的 证 明 。 证 明 的 思路 与 [48] 一 致 ， 只 是 特别 
处 理 了 导数 关系 不 成 立时 的 情形 及 通过 单元 内 边界 不 连续 的 难 
点 ， 

| 本 节 和 下 一 节 ,都 设 (W); ea Í 是 LC 中 的 一 族 有 限 
维 子 空间 , 而 且 存 在 整数 > 使 得 : Vo, EW，， wilee P (K), 
161 < т, K€ K,, he (0,1)。 首先 从 相 容 性 的 概念 开始 。 虽 然 
W, 中 的 元 素 w 的 各 分 量 之 间 可 以 没有 导数 关系 ， 各 分 量 通过 
单元 内 边界 时 不 一 定 是 连续 的 ,但 是 它 是 用 来 做 为 ”Sobolev 空间 
的 近似 空间 ,并 且 要 具有 与 Sobolev 嵌 人 性 质 类 似 的 性 质 ,所 以 对 
W, 要 加 一 定 限制 条 件 ， 例 如 各 分 量 闻 要 有 一 定 的 导数 关系 的 作 
用 ,单元 内 边界 的 间断 要 烽 断 丝 连 。 相 容 性 就 是 这 样 的 条 件 ,推广 
的 Sobolev 嵌 人 定理 就 是 在 相 容 性 条 件 下 建立 的 。 

# (07, 具有 相 容 性 WRES Kh TARA C 使 得 下 

述 不 等 式 


0<i<m—1, У) [ок 
4181= ў 


< С, > ВВ | wh | е к, (7.4.1) 


Віж 


Уо, EW, YKE K,,Vh € (0,1) 一 致 成 立 ; 下 述 不 等 式 
0< 161 < т, (Сш) С) — Со) Са) | 


> 300 ° 


<C У] в! sup |] =,к» (7.4.2) 
аі = 1+1 K€K)(+) 


VK',K” € K(x), VEQ, Vw € W, K Vh €e (0,1) 一 致 成 立 .这 
里 (wi E Dle 在 K 上 的 连续 延 拓 ， 
引 理 7.4.1 对 于 ¿c [1,oo)， 存 在 2 有 关 的 常数 w(1) 使 得 
下 述 不 等 式 成 立 | 
[lel]? — 18l] < оС) [а — Са |р), 
Уг,БЕК!, (7.4.3) 
证 明 (7.4.3) 式 在 4 一 1 时 是 显然 的 ,所 以 令 1>1, EX 
юй 
1 — x* 


(1 |x Є [0,1), 
НК) =}. 
2 


, х = 1, 


不 难看 出 f(x) 是 [0,1] 的 连续 函数 ， 因 而 有 上 界 ÜQ). FAA 
Q — 2) ай) U + xt", 

Va,b € R1, A |а| > 15|,|а| > 0, ЕЕ х= |Ь|/|а|, 
可 得 

а^ — [b] &«@)] ial — |5] Qa T + (0р0), 
由 于 1141 一 12 < |a — | ‚(7.43) Е, ШЕ}, 

设 是 满足 1<k Se 的 整数 。 又 设 vy 一 (p41,… no, Ж 
示 满 足 Sn < x, < --- <>, < n 的 六 重 整数 ， 记 $ 是 由 全 体 


(+) 个 这 样 的 重 整 数 构成 的 集合 ， 对 хек", Н z, 表示 点 


(zs z) € R, dx,= da dr. 对 于 给 定 的 v€ 5， 记 
8, 是 由 相当 于 *。 的 分 量 的 坐标 轴 张 起 来 的 R* 中 的 《 维 平面 : 
Е, = {х{хЄ К",х,== 0 加 果 itv}, 
对 于 任何 集合 CCR"， 设 G, EGE E， 上 的 投影 特别 地 ， 
О, = {х|хє E,, FE y€ O 使 得 y, = х}, 
设 F, ERAT x, 的 * 个 分 量 的 函数 而 且 属 于 L*(9,) ,其 
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F(x) = |] Fl). (7.4.4) 
引 理 7.4.2 由 (7.4.4) 式 定义 的 F e (О), H. 


[Ей „ә < JI (Е, ЁШ 


ves 


(воа) < таа. G45) 


证 明 对 于 >eS 和 EER, Jj ОСЕ) 表示 和 平面 x, 一 
Е, 相交 的 《 维 平 截面 : 
OCE) = {х|хє О,х„= h 
w п Я Ар ИЕН (7.4.5) 式 成 立 ， 首 先 考虑 n 一 2 的 情 
形 。 因 为 对 于 任何 п, 4 k= n 时 (7.4.5) 式 总 是 对 的 ,所 以 可 以 
BRE k=1, HT n=2, k=1, # 5 一 1,8 只 有 两 个 元 素 
v=] Hi >= 2, 因此 


| Е,(х.)Ё,(х,) ахх) 
=| dz |, РОО) 14 
2, Q(x1) 


== Ja | F(x1) ГЛИ | Е, (=) | dx; 


<| 1Pieo 4а |F) ldz 

这 就 是 当 n= 2, k= 1 时 的 (7.4.5) 式 ， 进 行 类 似 的 计算 可 以 得 
到 任意 的 # 和 《= 二 1 时 的 (7.4.5) 式 ， 

现在 假定 当 n= М 一 1 时 ,(7.4.5) 式 成 立 ， 考 虑 x 一 M 的 
情形 ， 如 前 所 述 ,可 以 只 邯 虑 2S 《 魏 M 一 1， 于 是 

M—1. м—2 М 一 2 

ЫР ). I cl ), -(,_, ). 

M 


OADREWEURENE (; 


) 个 因子 ІР 的 积 ,而 每 个 P, 属 
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M 一 1 
于 相应 的 空间 (9,)， 在 这 些 因子 中 的 (人 ) 个 因子 是 和 


х„ 无 关 的 ， 把 这 些 因 子 叫做 是 与 v€ ACS 相应 的 因子 。 对 于 
(M 一 1) 维 区 域 8(xw) 应 用 归纳 法 假设 ,而 且 注 意 到 (0 (z 2) 
. C0, 就 得 到 


| I IF el dr dry 


Raw) ve 


<! 


v€ 41⁄A4 


<, тее, |. (74.6) 


УЕ 4 ъ 


1 
Е, (а) |848, P 


Ох), 


жт (4)-( ，)- s 个 因子 1, ИТ ra, UHM 


于 О(хм) 上 时 , 只 依赖 于 k— 1 变量 . 在 Q(xw) 上 再 次 应 用 
归纳 法 假设 ,但 这 一 次 用 大 一 工 代 替 k, 483] 


| П |F ,(x,)| Tdr,- dry, 


QG) yes- a 


I 1⁄1 
< sdx --- 
<H кы» (Р, dx,, dënn | ° 


v€ S—A 


注意 & 十 1 一 6， 即 
(#) +00) т» 


由 Hšlder 不 等 式 ,(7.4.6) 式 和 上 上 式 得 


人 H асаа 
AM? 665-4 - 


< П, Р(х.) 14, |? 


L 


H ao. [F a)l drn- dey |t. | (7.4.7) 


v€ S—4d 


HT 5 一 4 包含 5 个 元 素 ,利用 (多 元 国 数 形式 ) Hilder KEA 
得 
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| II | Ре.) кава | dx 
Dues- 42 Oyy 


| 1 
=< F,(xz,)| °d 小 
=s H Ла, | (х )| x 


< р ||, OKAN 


ve S-4A 


在 C7.4.7) 式 两 端 同 时 在 Ош 上 积分 ,再 将 上 式 代 人 , 则 得 
П IF,G)|dx 


СА Я 
Ом Q(x 


м) ves 


<J] m OKAR 


veés 


这 就 完成 了 归纳 法 并 证 明了 (7.4.5) 式 .证 毕 ， 

定理 7.4.1 设 {W} 具有 相 容 性 ‚ сЄ а ,%о) › Hos” "Еи 
是 一 组 不 小 于 的 正 数 且 满 足 : 当 n> (m— ijo 时 , x; < nel 
(»— (m — j)e); 3 n= (m — j)ç BF, pi < 00; 34 n< (m— 
Do 时 属 委 co， 则 存在 与 4 无 关 的 常数 C 使 得 


" 


Vus EW У) У) [ыо < Сноу (7.4.8) 


j=0 1Ві=ј 
Vh e (0,1) 一 致 成 立 。 

ШЕЯ ”本 定理 的 证 明 很 长 ,分 几 种 情况 进行 证 明 。 

(1) mo < n 的 情形 。 由 于 8 是 有 界 多 胞 形 域 ,所 以 8 可 以 
表示 成 有 限 个 平行 多 面体 的 并 : 0 = Ula. ATEEN ks 不 
ЮРЕ Q, 是 边 长 为 2, 形 心 在 原点 的 立方 体 , 且 Q, 的 边 分 别 平行 于 
坐标 轴 。 这 是 因为 通过 一 个 仿 射 变换 总 可 以 把 О, 化 成 满足 上 述 
要 求 ,而 且 保持 相 容 性 质 不 变 。 | 

记 03 = no/ (n — (m — 1)0),0 < } = m, ШЖ 

>; >) (шоо < Сико, (7.4.9) 


Vu, € Wi, Vh € (0,1),) = 0,--- m 一 致 成 立 , 则 定理 的 结论 在 
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情形 (1 是 正确 的 。 
现在 用 归纳 法 证 明 (7.4.9) 式 。(7.4.9) 式 在 j 一 m 时 是 显然 
的 。 设 它 对 L + 1<;=< m 均 成 立 ,考虑 j= L 的 情形 。 
对 r€e0,n9,, 令 wi,: 是 О, 与 这 样 的 直线 的 交集 ， 它 平 
TT <; 坐标 轴 且 通过 x。 于 是 取 2 是 e, 或 一 ci， 可 以 使 得 
L = (z+ 18,0 < т< 1) 包含 在 w 中 。 记 
в = по[ (n — (m — L — 1o), 
А == (n — l) | (n в), = oL 
对 e€ W,.l0l 委 工 ， 利 用 分 部 积分 公式 得 


i= | lG + C1 еа 


taf “lG + G DE 


lieh 


е + (1 — р) | dt 
dt 


+ DOGE — Ins(y7)1*), (7.4.10) 
其 中 Ia E. lhat (1 — ë) Ф 1, 上 的 所 有 连续 点 构成 的 集 


Ё, у= + 01—21) 是 ZUD 中 的 单元 的 端点 (不 包括 
z 和 = 十 2) НО, POOD 分 别 表示 xz + (1 
一 D2) 在 这 点 关于 1 的 左 、 右 极限 。 利 用 不 等 式 (7.4.3) 和 
Holder 不 等 式 得 


> OEE — |и#(у;)\*) 


< c УХ |у) — мебу) E + OD 
<c (5 oN — го) 
(E droni + нуруу), 


注意 
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|су y OTD L ра (угу < 2 ` sup Pila R 
K€ 


KO p 
利用 (7.4.2) 式 可 得 
[E UOD — ODID 
ИО? m кА 
< [5 йык л.) | 
。 } 
< Жыт. a) 
"(5ap, еу, (7.4.11) 


Ф KEKO) 是 这 样 的 单元 


| ж”|+,=,к° ka sup Lu к, | 
КЄК (У) 


对 于 辕 定 的 <， 对 每 个 K?， 至 多 还 有 别 的 一 个 这 样 的 KK” 与 
K; 相等 。 不 然 ， 设 K, == К, = K,, = K, 1,, < t, < [Ж 于 是 
yay y, € K, ME у, 是 y, y, 的 相对 内 点 。 又 y,， 是 某 个 区 
jl KAL 的 端点 ,于 是 1 二 KN 1 与 r 的 交集 是 非 空 集 ， 
叉 不 是 一 公共 端点 ,又 不 是 整个 1, 5515.1476. TE 


У\ sup [3:2 2) к, 
Ye) K € K,(1;) 


z KeK; . 
对 于 R” 中 的 子 集 В, EX SO) 是 所 有 与 8 的 距离 不 大 于 
的 点 构成 的 集合 .定义 xm-. 一 0， 利 用 引 理 7.2.1 得 


XT p else KIC 22 ек 
єк) 


кєк үэ) 


< cif Б? 


Sall) 
< Ch "| | ване (7.4.12) 
类 似 地 可 以 证 明 
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jaca -alj aijai : 
У) sup [иг < СА Nis, Sawa (7.4.13) 
т КЄК ру) . 


综合 (7.4.11) 一 (7.4.13) ,得 
> Сабу — PODI 


єс D>) А11 || о EUD, S де 
по! = +1 
(7.414) 
iu $, 一 (x, Хуту" ‚х„) , 令 
Fi) = sup |н Су) 79, (7.4.15) 
Ух 
(7.4.10) 和 (7.4.14) 式 给 
Е.С)" < J | u” (x) | dx; 
+ ц ме Сх) 127 рем? (g) | dz, 
+С > NU ГА позасын, ПИП ЖГТТЕР 
lai=1Bl+1 
(7.4.16) 


在 (7.4.16) 两 端 在 区 域 Qu = (0, 在 平面 z 一 0 上 的 投影 } 上 
积分 得 


| Е.(%.)* 42, < | |l dy + Ц и реи [ах 
Oki о, 9,19 
+ С >) Шат" J 91; Malo, p Sawo П о, змне odi . 
alæi ĝi +1 ` 


(7.4.17) 
利用 Holder 不 等 式 得 


| ач оре sd 
О; 
1 


< (Jo. еба ӯ 


s 507 


а 
(|, ево зоа F. (7.4.18) 
H 


记 中 心 轴 为 wi* 的 柱 坐标 体积 元 是 dy = >" ^о, Поа Айу; у 


| [ие sdyds, 
он Сах) 


А 1+А 
ша | 1%; | | | | и°Су)| но" idpd Ady; 
Oki 0 JAJi-h 


h f2= © 
< Í | | | | w(x + оо + tx;) | "44% o" doda 
Ogi oo 


0 Јо _ 
À (2а 
< |, |, очоод (аео) чаз 
о ло в" 
< Сва,» (7.4.19) 
类 位 地 
fo, j... ‚ [f| ddyde, < Сн Чадо о. (7.4.20) 
综合 (7.4.17) 式 一 (7.4.20) 式 得 


| mes | араа ире paelas 
Ozi 0, опо, 


+С Ўр теа .0 (7.4.21) 


(а! =: 5141 


在 上 式 右 端的 第 一 项 和 第 二 项 中 , 把 积分 区 域 扩大 到 9， 然 后 分 
别 使 用 Htlder 不 等 式 


注意 9 нба 一 1)， 可 得 


М, о, < Сао + Урне, „ш, 
t=1 


+ Š) аа „р, (7.422) 


laí= A| +I! ` 
应 用 引 理 7.4.2 到 函数 FG 一 1，.… ,x)， 注 意 到 此 时 k=n—1, 
得 
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їр, = È, 1) 19е юда 


^ 


< Ja П 5.02024 


< П Ross 
i=l 


h 
lling” < C halito iello ao + У 1р2, „оа 


i=l 


m 


+ >) тц аар. (7.4.23) 


ajal 31 +1 


J 
еее < c Уе", 


k=1 


HB G= Dala au = 1, 所 以 
lek. Со + У) pool ea 


#=з 


+ У) Kawula. (7.424) 


їа1=18| +1 


由 引 尾 7.2.1 和 不 等 式 (7.4.1) 得 
рч, е, < Cà D нык) 


< (Ea) 


<c(F>1( E ени у) 


K 1al=18+1 


m 1 
< С б У ТА Дыр У! у 
lalmi 81+1 K f 
" ñ 
<c У) вети (У ера), 
1а(=121+1 `K 2 
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» m 
У) [реи оС У ктөн ш, (24.25) 
i=) 


1аі ж; fit+ 


再 利用 引 理 7.2.1 得 
21 
>L +2, У иат У(Х 11.) 


< С > (5 в" б) РЫ y 


lai= 1 


-c ук (5) 11е, Y. 
< ca P S) (els Б) аак) 


= сь) уу е h. 2, (7.4.26) 


iai=! 


注意 К 


"шр +1—1, 
п с; 


将 (7.4.26) 代 人 (7.4.25) 和 (7.4.24) 中 就 可 以 得 
М, оС (ео D е1 427 


应 用 归纳 法 假设 得 知 (74.9) 式 对 j 一 L 也 成 立 .07.4.9) 式 得 证 ， 

(2) 由 于 me > n,n = (т jjo, j=0,1, em, W } W 
Ж n (т — idam < (m — j) 1)о, 25 оу = по](я— Ст 
i)e), j > %n。 由 情形 (1) 的 证 明 方 法 可 证 明 


i Н ` . - 
У) [со < Соо Vur € Whosm 21 2 k. (7.4.28). 
IBi=0 


由 于 是 有 界 多 胞 形 域 ,所 以 存在 一 个 锥 С=={у|у/|у|є A, 
0< 151 < H}, 使 得 . Vx € 9， 痢 存在 一 个 包含 在 Q 中 与 C 全 等 
的 锥 С. 且 其 顶点 在 *。 这 里 4 是 单位 妹 面 上 一 个 相对 开 集 ， 
H>0 是 常数 .vx 0,, 记 (1 ,0) 是 R* 中 原点 在 * 的 球 极 坐 标 ， 
V(r,0)€ Е", ја I(r,0)= (yly = ғ +10,0 <i <r}, Ф мє 
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и, |6] < h — 1. v(r,0) € Cz, 利用 分 部 积分 公式 得 
ule) = У) (иту?) — wly7)) + COO) 
| д 
_ 5 “(1,0) ds， 
其 中 Ti(r,9) 是 we(1,9) 在 1(r,9) 上 的 连续 点 ,，y, = z + 16 
是 ZUC) 中 的 元 素 的 端点 ,但 不 是 > 和 (7 ,0)。 利 用 与 情 
形 (1) 类 似 的 处 理 方法 ,可 得 


|##(х)| < 196,8) + кы! рш» + t0)! дг 


+C У) WaT utos. (7.4.29) 


tal=i61+1 
# ЗАА ЕК ИУ r"'lo,(0)4rd0, HÆ (0,H) X А ЕЯ 
分 可 得 
стсді < |_ б + y)lay 
+ x T | Diu’ (x + t0)| "о, (0) didrdð 


+ C У) пет | 


taj=| Bl +1 


| __ lux + y) layds 
Cy 25302) 


(7.4.30) 
利用 情形 (1) 的 方法 可 得 


|. |=, (z + у)! dydx < Ci 
< Chu looo. 
因而 对 (7.4.30) 式 右 端的 第 三 项 有 下 述 估计 


У h!e! 181-9 | | __ Pae + y)|dydz 


іеі 181+1 Salsa) 


<с Y о (7.431) 


141 =121+1 
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利用 交换 积分 次 序 有 


ki Hí r 
Е = У! | | Ре (x + 10) | r* (9JdzdrdB 
212420 Jo 
一 5j | NN | Di (х + 10) | r" o, dr ds 48 
4=124J025 
< |, N | D iuf (e + 26) | o, (9) аг29[* r" dr 


= H” > Í N | DriwsCx + t0) 1 (ato, (OY 440), 
AJ0 
© y = x + 20, W 
ESTE D h, Пре Ооа — уэ. 


由 于 9, >n, (a 一 DG 一 о) > 一 1， 利 用 Halder 不 等 式 得 
E < сУ1рчие||,„.„с, (Í. |а 一 y|) уса 


É =1 


< С > еа? |. 
上 一 二 


利用 情形 (1) 对 
D MDa lnea 
的 处 理 方法 得 
BE< с] У) bekas 
十 È Р? (7.4.32) 


ХЇС7.4.30) 0—1, Н Hilder 不 等 式 得 
| æ+ y)dy | ау chela, (7.4.33) 


利用 (7.4.30) 一 (7.4.33) 和 (7.4.28) 式 得 
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|8| < is Ухє 9, |46) | < Cllull,,s,0. 
所 以 定理 的 结论 在 me > n, B. n >< (m 一 j)6 WAR. 
(3) то 2 n, HA h€ (0,:--,my 使 得 = 一 (mm 一 jc. 由 
情形 41) 可 知 , 当 у h 时 , 令 s; = по[ (п — (m —])),.Н 


5 |? oes,0 < C |1411, 2,о. 
181<ј 


HERE P> ç 且 4 充分 接近 9 使 得 n > (m iau, n < (m— 
h + 1)л. 注意 
„о S СЇ#|„.о,› 
由 情形 (2) 可 得 , 当 |8| <, 时 ， 
jleoe < Со S Сш]. 
由 情形 (1) 可 得 , 当 с„=<=пи/(я— (m — jda) BF, 
p2 l|; o < Cu ||, o. 

对 vV9q>>5， 总 可 以 选择 “使 得 а < c, 所 以 定理 的 结论 在 情 
形 (3) 成 立 . 

综合 (1) 一 (3) ,定理 得 证 。 

现在 考虑 迹 岩 人 的 部 分 。 设 ”满足 IS <an, 对 юс, 
Vow? 表示 ш" 在 P 上 关于 ” 维 坐 标的 梯度 向 量 . 

引 理 7.4.3 设 m= 1, (W l ВАЖНАЕ, O° жу 维 边 长 
为 1 的 立方 体 . Ж zw< co， q 2 1, WJ Ve € Wz, y€ 2”, FÈ 


liz (к) — (y) | < Се уй! Hw hos 
十 < У) аот,» } (7.4.34) 


18!=1 


当 |=— y| < ДУ; FTA 


lG) — wO) < Cille y| ул» 
+k Dy lw laesa (7.4.35) 
181=1 


当 |z— y| > 6 时 成 立 , 其 中 С, 是 与 天 无 关 的 常数 ， 
证 明 设 rye”, = |z — y|| < 1， 存在 一 个 » 维 立方 体 


‚313, 


0, 9 的 边 长 为 А, E x,y € оса”. 令 z€ 0, 则 
MCa) = wla) — | E oG + (а а) 
о d: 


十 >) ivyt) — z(y; )), 


其 中 y, == x+ ¿(z — r) Е г ВОРА wx + (z — ж) 的 


间断 点 《ae (0,1)), (yz), WO) 分 别 表示 关于 м 的 左右 
极限 ， 于 是 在 上 式 两 端 对 变量 z 在 2 上 积分 得 


Xr (=) 一 | ja) ds = -| |£ шх + Ke 一 x))drdz 
+| E н) иг), 
ап) — a| waz] 
< cu | 17.2 + aCe а) аваз 


+ D 1651) — муг), (7.4.36) 


对 (7.4.36) 式 右 端的 第 一 项 , 令 了 一 Ms 一 z) 十 x， 则 rdz 一 dz， 
记 О, = {x|x 十 zs 一 x),z € OQ}。 利 用 Holder 不 等 式 得 


je). [ш + (z — 1))ldr 
агаг" 
< | a, а) кее 
< w. dilV sw iloa”, 
所 以 
Í a| ах + tz — z))| dt 
єс” (Taw llog”, (7.437) 
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PIC mame — Í 


对 于 (7.4.36) 式 的 右 端 第 二 项 ,利用 (7.4.27 式 得 
Уу) – жг) < С 2; > b sup lw 
P з ñil EK Yo 


< Ch 之 (> г) (> Ж |а? |ë, x y (7.4.38) 


利用 (7.4.12) 式 得 


У sup АКЫ ЫРЫ Езус (7.4.39) 


; KeKy(y, 


y, 只 可 能 位 于 Kler) 中 的 两 个 单元 KK 的 交集 上 ,而 且 至 
多 还 有 另外 一 个 了 使 得 KI, K 中 的 一 个 与 KK,K% 中 的 一 个 相 
等 ,所 以 y, 的 个 数 小 于 等 于 K,(zx) 中 的 单元 个 数 的 二 倍 , 进 而 
У\1< 2(||z — yil + А) ("А") 
< C(2 + )h 1, (7.4.40) 
综合 (7.4.38) 一 (7.4.40) 式 可 得 


У) legt) — wy7)| 


91 1 
SCh (а +h)” lol (73441) 


181=1 


|, Lwy) — шу; ) |42 
< c "22 Q + hy” У) (| z) 


. (| ыс | wf |"dydz Y. (7.4.42) 
显然 有 | 
(| 4)” = 1”, (7.4.43) 

34 2 < h hl 


ва 
|" yds 
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< [| ш» ls lsdydz 1ш nsore (7:4.44) 
当 4 汪 4 时 ,交换 积分 次 序 ,类 似 于 (7.4.19) 式 得 
|| ст» е? |“dydz < Í, „(1 
< CG + 25)” Tews || a, score (7.4.45) 
当 < kB,#JR1C.J436),(7.4.37),(7.1.42)— (7.4.44), 4чи = 4 
得 
КБЕ еч 


HAE 5 рыш”. (7.4.46) 


В =1 
до А, AA С7.4.36),С7.4. 379, (7.4.42) ,(7.4.43)%1С7.4.45), 
Фа = о 8 


мяса) — |, wde] Са [уш 


+h“ > je 和 lss 中 (7.4.47) 


由 于 (7.4.46) 和 (7.4.47) 式 中 可 将 * 换 成 y ;所 以 (7.4.34) 和 《7.4.35》 
RRX. 

如 le— l> 1, 在 上 面 的 讨论 中 取 4 一 1, 可 以 得 到 
(7.4.35) 式 .证 毕 , 

引 理 7.4.4 Z m— 1, (W,) REFRE, O E v 维 边 长 
为 1 的 立方 体 . 若 »< о, > 1,+ == (z 一 v)g/(vet(o — r)a), 
Д] моє W, z€ 0”, FARY: 


с < c Í X йршей» 
EES 


ytu) gj- 
+h Уу) ое зав } 


1А =1 


х (КО; + МУ 
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ОЎ] [овоз (7.4.48) 


181=1 


证 明 2 
U — lyr УЗ озон» 


181=1 ` 


AW И>о, Vyeo”, 记 
p= |х— yll, & Соо) | Ue", 
ВА ¿< 1, 则 当 。 之 5 时 有 
|09) | — CUp' 22 0, 
当 p 之 时 ,利用 (7.4.34) 式 得 


[ау + h" S wlos 


IBi=1 А 
> |09) | 一 Co (7.4.49) 
当 p > 时 ,利用 (7.4.35) 式 得 
lwe) > |ю%(ж)| — С.о, (7.4.50) 


记 以 x 为 心 , z 为 半径 的 球 为 B,, 在 〈7.4.49) 式 两 端 同 取 ? 次 
Ж, BACAB 上 积分 ， 再 在 《7.4.507) 式 两 端 同 取 9 次 
Ж, О°П В; 一 B, 上 积分 ,最 后 相 加 得 


|ze5 (x) [2000007 roe») =< eff, | m (y) |+4у 


+ t) У leta]. 


ШЕ Бы 
由 于 立即 得 (7.4.48) 式 ， 
ШЖ ¿> 1, Wł e < 1 时 ， 


[ш°(х)| — CUp™ > wl) |) [6 9, 
令 т>» 1， 在 (7.4.49) 式 中 将 9 换 成 9 在 两 端 同 取 + ИСЕ, НЕ 
B, 9" 上 积分 .在 (7.4.50) 式 两 端 也 取 г E, НАЕ ОПВ,—В, 
上 积分 ,最 后 两 式 相 加 得 | 


b, c |. |z25|#dy 十 АШ У О! > |) |", 


1Ві=) 
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取 := (о 一 由 9 + so)/o, AH Hilder 不 等 式 得 


Jw (a) [о Co 


+ р) > lwr 5 lw Elasa}. 


эй ,q.S (0 
由 于 
"十 (1 一 sy >( + estes 


|09! 10.7.0? < У) РУЫ 0°, 


所 以 (7.4.48) 式 成 立 。 证 毕 。 

定理 7.4.2 m=i 办 一 2 一 2。 设 {W} АНЕ 
Ж, c€ (1,00)。 若 对 (0 =< j< m), (m — jj < n, ДЈ 
*МЖ qi 满足 n— (m — j)çs < k < n, ç < qi < kc |(n— 
(m 一 jo) FEES h 无 关 的 常数 C 使 得 


Ую, € W, >) læk llag ot < Clw! mso, (7 4 51) 
IBl=; 


Vie (0,1) RI. Æ (m — jijo = n, B) МАЄ 41, n — 1}, 
€ [0,оо), (7.4.51 BR YZ, 

证 明 CE m= 1,2 > ao。 与 定理 7.4.1 的 证 明 情 形 (1) 
的 理由 一 样 ,不 妨 设 9 是 边 长 是 2 的 坐标 立方 体 ( 即 各 边 分别 平 行 
于 某 个 坐标 轴 ) 的 并 集 ， 

设 RÌ 是 К” 中 的 一 个 不 维 坐 标 子 空间 ，&4 在 R: 上 有 一 
个 一 对 一 的 投影 &。 记 ”是 小 于 的 最 大 正 整 数 ,那么 o > v> 


o Шш {&>я—о{фт—»<% Wash $) ява 


< а) 表示 维 数 为 * 一 2 的 Ri 的 各 种 坐标 子 空 间 ，.Q， 表 示 
0 (ЕШ 24) 在 E, 上 的 投影 。 另 外 ,对 每 个 z€ 0;, 10 0, 
О 和 通过 х 点 且 垂直 于 E, й» 维 平面 的 交集 ,于 是 О. 包含 一 
个 边 长 为 ， 有 一 个 顶点 在 * 的 » 维 坐 标 立方 体 。、 由 引 理 7.4.4, 对 
于 9g 一 no0/(z 一 o), 5 w€ W, 时 ,有 
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sup 06у) [7229/09 70) 
усш, 


_ 1+”—#—\|(о—>)а/о | _ 
< С йере" 7) > lwire? бо} 
‘izl 


x У) Dw Roan БР" D le loson}, 
iB\=1 


IA. <1 


(7.4.52) 
用 dx 和 deh 分 别 表示 E, 和 Е, 的 正 交 余 集 中 的 体积 元 素 ,将 
LAE 8; 上 积分 ,利用 Hslder 不 等 式 就 导出 
j. yeot, jwt (y) | eg gi 


7 x)q/G 


А аи 
< cff | меба) ааг | 
Qi 20,5 
ее" | | | |" | 
+h + , , | 
È Qi 28400 p r) lw 1621 dydx 


É |! >] ПОСЕ 


Ох ‚бой 


"= vja 
E ое) 
2) 9; 254005) lw" э) yax ° 


由 于 


j. | [а (у) |44уах* < Ch* ° |4 о» 


|, О lG) "ауаз! < Ch” lwll ans 
所 以 得 


| sup | w'(y) | (ж—ғ)01(8—0) хі 
Qiry 


9; ує 0; 


< С l > lID: + У) е 1...2} 


12141 (=! 


x {юру + неон S lz (7.4.53) 
1811 


利用 引 理 7.4.2 到 Rš 的 子 空间 E, ШЧ 
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k —1 
= (, 一 2 一 1 ). 
令 ах 表示 Ri 中 的 体积 元 素 , 取 qi= Җе[(з— о), 则 
lw’ ||, os < с fa П sup |w (y) | dz 


иё 


< с T|! sup Коа . (7454) 
бс] Qi ye Di,, 


注意 451и = Сп — v)a|(n 一 5)， 从 而 由 《7.4.53)》 和 《7.454) 式 
得 


-E 
48 
||. at < С сае + вее S] lws [ТШ | 
181 =1 


х | > рее. + У) ева. (7.4.55) 
IBl=1 


18\41 

由 不 等 式 (7.2.1) 和 (7.4.1) 式 得 
У) Пре, „о < C 5 wellos,0, (7.4.56) 
Ві =1 1Ві =1 

再 由 不 等 式 (7.2.1) 得 


ао logo < ChTS аё |1,„„о = Chw. lhooo. (7.4.57) 
由 定理 7.4.1 得 
llw°ll,g;,0 < Сш». (7.4.58) 


将 (7.4.57) 和 (C7.4.58) 式 代入 《7.4.55) 中 就 可 得 到 当 9 = ha/(n 一 
о) 时 的 (7.4.49) 式 。 进 而 推 得 其 它 的 qi, 

(2) т== 1, я = с 的 情形 ，VhE (1, ---, n— 1}, qi€ [c， 
co)， 选 择 满足 l<, <, n— р < А, Skalla), HGQ) 
І, Vui; € Wi, 

Il wilo ot < С |l, |... o < С |l; |. ое 
ЯТ m = 1 的 情形 由 1)、2) 和 定理 7.4.1 (n < o 的 情形 ) 得 证 ， 

(3) m = п 2 的 情形 ，j 一 1,c є 《1,0o) 时 用 类 似 于 第 (1)、 

《2) 步 的 方式 可 证 得 (7.4.49) 式 ， 当 j= 二 0 时 由 定理 7.4.1 可 得 (7.4. 
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49) 式 .证 毕 ， 

现在 验证 м АНЖЕ. 

定理 7.4.3 令 m 一 1 或 2, 设 Ут REDIERE, RER 
变性 , 弱 连 续 性 和 逼近 性 且 满 足 单元 秩 条 件 。 则 {#1} 具有 相 容 
" | 

证 明 由 (7.1.9) 式 或 (7.1.12) 及 (7.1.13) 式 可 知 相 容 性 的 第 一 
不 等 式 (7.4.1) 成 立 ， 现 在 考虑 (7.4.2) 式 , 先 令 m = 1, # wE 
Wi, ЛЕТЕ ue Cha), 使 得 о, = Ши, X К,,К,ЄК,, WR 
Е 一 天 站 K， 是 ”一 工 维 表面 ， 则 在 (7.1.10) 式 和 (7.1.11) 式 中 令 
B=, 由 三 角 不 等 式 得 

Tk и — П ullo, eo, 
< СЬ 21 (Tik |, о, + [ПЁ slo x) (7.4.59) 

设 r€ O, K',K” € K,Gz), 如果 K = К”, JHBZ(74235 Va, € 
克成 立 , 所 以 令 K ае К”, НЕЯ 5.1.3 可 知 К,(х) 是 强 连 按 
的 , 即 存在 彼此 相 异 的 K,,……* K, € Ка), K = Ki,K” = K,, 而 
Е, = KAKO < : < s — 1) Ж K, M К,ы й (s — 1) 维 公 
共 表 面 ， 利 用 (7.4.59) 式 可 得 | 


(и) — Goo) = | >] (өн) — (иу) 


Л. 


< D н — DR ullo 


上 一 1 


< Сл >` > ikale 
IB|=1 і 
由 引 理 5.1.2 可 知 К„(«) 中 单元 的 个 数 小 于 一 个 与 天 无 关 的 数 ， 
所 以 
Cwr) (z) — Св) (a) | 
< Ch > sup , Ша |, 


1811 EEKE 


e° 841 ° 


= Crh >) ѕир [а |10, ке 
КЕК (т) 


16 =1 


于 是 (7.4.2) 式 成 立 , 所 以 W】 具有 相 容 性 ， 

用 类 似 的 方法 可 以 对 二 2 的 情形 进行 证 明 。 定 理 得 证 ， 

由 定理 7.4.1 一 7.4.3 可 得 定理 7.1.3 成 立 。 本 节 的 任务 已 完 
成 。 


75 Ж 致 性 


本 节 给 出 紧 致 性 定理 的 证 明 。 首 先 还 是 从 具有 相 容 性 的 容 间 
族 и,с""(о) 着 手 。 先 给 出 一 些 有 用 的 引 理 ， 然 后 证 明 较 为 
一 般 的 紧 致 性 定理 ,最 后 给 出 定理 7.1.4 一 7.1.5 ВЛЕВА. 

引 理 7.5.1 设 {W,} 具有 相 容 性 , 则 存在 与 无 关 的 常数 C 


使 得 
[61 <m, wE Ws | Ка) — web)) 
<c У) ae S |11,» (7.5.1) 
1а1=11+1 кек) 


对 所 有 包含 在 2 中 的 线段 sb 和 he (0,1) ÈX., 
证 明 设 2,660, сьсо, 由 К, 生成 的 ab 的 剖 分 S, 
(ab) 具有 引 理 5.1.4 所 述 的 性 质 , 即 线段 
ab = {r€ "|х =a + (Q —a), 0 < : < 1) 
分 成 有 限 个 子 区 间 . 这 些 区 间 的 端点 的 坐标 记 为 
Ожар р рр Zal, 
记 х, та + (b — а), 0 < s< 1, HECKE inol RE 
= К, = три. 
Ve, € Wh, 18| <m, 定义 O) = IC + :(b—a)),0 < < 1, 
200) fE (слу) 上 连续 ,在 t, 8 具有 左右 极限 g(t 十) 和 sG 
一 )。 这 里 (0 一 ) == g(0)，g(1 十 ) 一 (1), FER 
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і 
ш (а) 一 шь) = У) (G, +) — еб )) 
б=1 


十 之 GG) — GH). (7.5.2) 
对 (7.5.2) 的 第 一 项 ,利用 中 信 定 理 可 得 
[Dea — zG,—))| 


I 


< У) læ, — х,о к 


s=1 


利用 相 容 性 的 第 一 个 不 等 式 C7.4.1) 及 lx 一 x 三 得 
> (gG, F) — gG,—)) | 


m 


<с Уј ви > 00... (7.5.3) 


1а1=181+1 Ke KGP) 


对 (7.5.2) 式 右 端 第 二 项 ,利用 定 于 7.4.1 证 明 中 的 方法 可 得 
|> es 


<c У) лет” У) Тю ш (7.5.4) 


нај В +1 Ke K, GP, 


综合 (7.5. 2)— 《7.5.4) 式 可 得 (7.5.1) 式 。 证 毕 。 
下 面 给 出 有 限 维 空间 W , 的 元 素 的 渐 近 等 度 连续 性 质 。 
引 理 7.5.2 ig оє(1,оо),{и,} 具有 相 容 性 , 则 存在 与 # 无 
关 的 常数 C 使 得 
m, € W, ,,|8| < т, | wia) — whlb)! 
< C(ja — bjth) >] putu 


а= В+ 


1 уз 
| ee 1142) ， (7.5.5) 
对 所 有 包含 在 2 中 的 线段 ab 和 pe (0,1) 一 致 成 立 
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МЗ 为 方便 起 见 , 记 
1 一 ab, Š; = Sab). 
对 (7.5.1) 式 的 右 端 应 用 引 理 7.2.1 及 Hölder 不 等 式 得 


Jwa) – иь) |< c уу в X |||, 


talm|#l+I кєкї) 
т 1 1 
<e X вети ( У п) ( D кшй к) 
а[д +1 Ke Kpil) КЕК (1) 
т 101—185 Ма’ 1 
<c У h (5 1) (| 1а) 
ба| =!31+1 кєкї) кк) 
| a а? 1 1 
m 161—1 B|—ç 一 请 + 
<c У в ( > 1) |5, | || а=) . 
баі =181+1 КЄК) Sg | 


对 于 ( D 1) 及 |5] 有 下 述 估计 
KeS plab) 


15,1 < (2А) 10 — all + 28), 
5 1) < [Р — a||+24X(24)" 1 
w, nhy 
< CO — all + в), 
因而 得 到 (7.5.5) 式 。 证 毕 . 
对 于 2 中 的 紧 集 TT, 定义 
IT,R*— Ol=— inf |y— zl. 


yer sé R—9 


引 理 7.5.3 设 se (1,co), {Ws} 具有 相 容 性 , 则 存在 与 
无 关 的 常数 C 使得， 


| Ke Salab) 


1 
ЕЕЕ 


< c(lla|| + à) > pamu 2а), (7.5.6) 


та =181+1 


对 任意 包含 于 9 中 的 紧 集 了 ， 任 意 满 足 ld < IT, R* 一 8| 的 
d€ R*,h€ (0,1) 一 致 成 立 。 
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证 明 令 wi Æ R*— O 上 为 0, |а S< m. E a= z€ r, 
b= x+ d, ЇЇ асо, 应 用 引 理 7.5.2 得 


|а а) — ос) а 


< С(1а — b| +y У) 0917110 


kal=lA8i+1 


1 alo 
15,] | (|с [ә dy }дх, 


其 中 S, = Sod), Silab) = x + 5,(04). Э 
IN! __ (wily) [оауйх = |.|, |09( + #)|°4в4х 


5080) 


= Í. Í [0х + z) |° dzdx 
< Í. |。 Jwi(x + z)]“dxdz 


< sl | еШ, 


由 于 可 得 (7.5.6) 式 。 证 明 完 毕 ， 
引 理 7.5.4 设 ee(l,co)，{ 瑟 外 具有 相 容 性 。 则 存在 与 
hse 无 关 的 常数 C 满足 : Ve € (0,1)， 存 在 紧 子 集 TC 使 得 


zi. < С Па lher, 


+ (6+ 6) 2) кетер р}, (7.5.7) 


а[=1ді+1 
Vu, € Wa, 18| <m, h€ (0,1) — 00Ү, 
证 明 由 K, 的 性 质 可 知 ,对 固定 的 2,0 是 有 限 个 属于 K, 
中 的 单元 的 并 集 。 现 选 定 hE (0,1), VK e K, , 天 具有 线段 性 
质 , 即 存在 开 集 族 {0 Ha 和 相应 的 一 列 向 量 a1,"… ,a € R" ў 
E 


1 
OKC |] Oi, КПО, +a, CK, 0<e<l1, 
i*i 
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k=l ped. (7.5.8) 
定义 


J J 
K,= K— U o,— U kno, 
k=" k=1 


了 
K, = K,U U RANO, + вв), 0 < 8 < 1, 


k=1 
集 K,,K。 是 紧 集 ,而 由 线段 性 质 (7.5.8) KUKCK, se (0,1). 
对 于 《一 1 x€ KNO, £ a= x, b= x+ sa, 则 线 
Bt abCKCO, 在 R'—Q 外 定义 ш, = 0, E d= eap S,= 


Sa( od)， 使 用 引 理 7.5.2 得 


Гав) (х + sa,)| + C(ela, || + А) 


1 4 ° I= 181—4 
` а јо loim iĝi- 
ama 181 Í... |% |°4у ] À N 


将 上 式 两 端 同 在 KN O, 上 积分 得 


1 1 
(Г, п) < (| 21а) 
Коу КПОр+вар 


+ Сеа + S) кесе ш ra). 


бар=1 {+1 
< lws lloer, + Clsmaxlaxl + h) 


s ПЕ РАНИЯ 


jalu (і +1 


上 面 用 到 了 下 述 不 等 式 
Í. j, [а(х + y)l|°“dydz < |5, | [hws tas, 
注意 


! 
KCK,U U) кпо,, 
&=1 
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KcK., рт 
12 ||, < (| [02 |°ах + 5f 


Ис 
аз) 


KNOR 


«сою HEHA) D KAH wiet, 


iei=ĝitl 


(7.5.9) 
其 中 
C(K) = Q + D+ C(maxlla,l + 1)). 
由 于 Ks。 中 的 单元 个 数 Ns。 是 有 限 的 。 由 (7.4.9) 式 可 得 
[йә =h 3) let...) 


< асю |( 2 а) 


++ юм} D вт. од}. 


іа} 211+ 


8 
l 
C= (1+ NZ) max C(K), T= U K., 0 << < 1, 
кек, кєк, 


集合 K. 是 紧 的 且 KCK, Ні T.CQ， 这 样 引 理 7.5.4 为 真 。 
下 面 的 定理 是 (Wy 的 弱 离 散 紧 致 性 质 ， 
定理 7.5.1 设 оє(1,00), (W, 具有 相 容 性 。 如果 wve 
W, TEN, h,—+ 0 Н w, ТЕ LQ) ФИТО, WL Ж КЖ 
ЖК Ж; 
im Ў) iw? ls,0 = 0, 


证 明 显然 


sup|lz lwoo < А < со, 
令 |#|< т. ҮрєС;(0), P 具有 包含 于 2 内 的 紧 支 集 r= 
звиррф, Ф и, == рит, 取 de Rs 使 得 14| < |r,R*s— Q|, F 
r 3479 


E 
и (х + 4) — u, (x) = (ф(х + 4) — ‹ф(«))ю?(х + 4) 
+ ф(х) (шт (x + 4) — tf (ж)). 
进而 


(| асе а) — w, G) ах) < lalleəl,= let ы 


+leluma( f, ets а ео а). 
НЗ 7.5.3, Ув > 0, E 6 > 0， 使 得 当 de R”, |411 < min 
{8 |T,R"— Q|} h, < ó 时 ， 


idlilo 1... 1 < =, 


' + 
r (|, |юЁ(х +d) — ш? (x) а) 
< Cle |, „С + в) < >, 
进而 有 


WE + d) и, (к) pax) <s. 


因为 六 一 0， 所 以 存在 > 使 得 如 < б,т >x, 每 个 н, E L°( Q) 
(т = 1,---,>)$ ДЕЕ L” 平均 意义 连续 的 。 所 以 {ur} 是 L° 
(Q) 中 的 有 界 和 等 度 连 续 的 序列 。 因 而 {s} 是 L(a) WE 
Ж. ше 在 L°(Q) БК ОН н, 在 L) тй 
于 0, 由 (z) 的 紧 致 性 质 导出 {=} 在 L0) 中 强 收敛 于 0 
r =f), 
由 引 理 7.5.4 可 知 ，Ys € 《0,1)， 存 在 Tecg 使 得 
Meri. I < СС], + Ce + 2)2),r € N, 
存在 фе CICO), PE T. LEX 1,B 0<ф<1,4 u, = pub, 
显然 ulr, 一 wf]r,。。 由 证 湖 的 前 半 部 分 可 知 


lwg loor, 一 lle о, < llu, ЖУ, шы 0 ‚т > со, 
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所 以 

lim supllwsl.s,0 < C 46, 
由 8 的 任意 性 可 得 定理 7.5.1 的 结论 。 证 毕 。 

定理 1.5.2 设 {#,} 具有 相 容 性 , сє (1,00), {0,1,.…， 

m— ll, WR: 当 n> (т ) k} z< по [Св — (m— 
jjo); 3 s= (m — j)ç BF, p < co, 4 n < (m — jjo 时 pe 
со, # we W, reN, limh, = 0, H we Æ 1"(0) ца 
XF 0, 则 有 

Hm > РИ lono 一 0. 


t> Т 


证 明 ”由 定理 7.5.1 可 知 
lim > 2 wslloo,o = 0. (7.5.10) 


1=0 IABl=1 
Ж п>(т— })е,в > т, W£ о; = по/(яп— (т— jjo) +P 
в < о. 10 


r= (o= и)о [09 ~ a), — —. 
利用 Hilder 不 等 式 可 得 
5 heleno < > (|, [етө =) 


{Pies 
L LU” 
<> (| ена) (| еге”) 
= X letih, olw КАРИ (7.5.11) 


IB li 


由 (7.5.10) 式 和 定理 7.4.1 可 知 
lim > йж Йо — 0, 


Е, 
Ж n == (m 一 jc, > с,д < co ,在 (7.5.11) 式 中 取 Ti > а, 
再 利用 定理 7.4.1 就 可 得 定理 的 结论 。 
Ж n< (m — j), рє (g,co], ШУ < z n< (m— 


e 329 ° 


1)r， 定 理 7.4.1 给 出 
У) wth о < Со, „д. 


因为 嵌 人 映射 L==(Q)— "(оу 是 紧 的 ， 所 以 定理 的 结论 成 
У. ЕФ. 

定理 7.5.3 设 сє (1,00), Є {0,1,--:,т — 1), #> ç #Ë 
E: п> (m — jjo Н и < пс/ Сп — (т — о), п = (т — i)o 
时 д < co,n < (m — jjs 时 z < оо, ШЖ (WY 具有 相 容 性 ， 
[W ,,W=“(Q)) 具有 弱 闭 性 , 且 对 Vwe W> (Q), 


üm баг {lw — ао + У) Эбш — в}! о} = 0. 


则 有 结论 : 对 任意 在 L0) 中 有 界 的 序列 we и, TEN, ЭҢ 
Бар, = 0 时， 存在 N 的 子 列 N 和 we ито), 使 得 


{н} е зт Mos 且 


lm У Први 一 ие 6 = 0, 


taaten, Z= 
如 果 wra) 换 成 ИСО), БЖ, 

WEBA 由 (w, wl 具有 弱 闭 性 可 得 ,存在 N 的 子 列 
N 和 кє" (О) 使 得 {uher DEAF o DIr, 由 定理 
的 条 件 ,存在 pe и, 使 得 


im {lua — ео У Duo — pilono} — 0. 
ШЫП 


因而 {p н}. ИТО. AF 
У) Пр? — uf lono 


lis ј 


< У) Dus — pilono + "и: — gl, о), 


{ді = 


从 定理 7.5.2 推 得 定理 的 结论 。 证 毕 。 

定理 7.5.4 m= 1 或 тап 2, сє (1,00), јє (0,1, 
"e m— 1}, É koni WE: а 220, 4 n> (т — ijjo BF п> 
K> "n— (m— jjo B. u; < ka|(n — (m — jjo); B n= (т 
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Do 时 RE 人 1 和 一 1} 且 ш < co, 则 下 述 结论 为 真 ; 
(1) Ж (W, 具有 相 容 性 , 则 当 єй, c€ N, R. {wt 
在 L) 中 回收 化 于 0,h. ТОН, 
lm X) lwtlo,,,0t = 0, 
МЫТ 


(2) Ж { RABAH, (Wi w" (a) RARAY, B 
对 Ve cw” (a), 


im at (le alanat D р thno) = 0, 


A 
Sowa Wa 115} 


则 当 wE И, r€ М, {w,} #£ 1""(0) ЕЩЕ Т o, € W" (Q) 
Н 如 一 0 时 ,有 

lim У) | Ош — шок 0, 

Мы Т 
ТЯ wla) 换 成 砂 ""(9)， 结 论 仍 然 成 立 ， 

ШЕ (1) 首先 考虑 由 一 1，z > 的 情形 。 选 择 吉 满足 : 
п Е р КЕ (а s), 1< <s, 在 (7.4.55) 式 中 将 = 改 
为 š,gi 取 为 

Җ4&/(л — E), q = ng/(n — Е) < ——, 
(п— o) 
则 


awe lle, a; at 


т 
іё 
= С ееси + hE S ; еи) q; 
iB.=1 


ж 


х (У) риво У) оа". (7.5.12) 
IBl=1 


іВі<1 


由 定理 7.5.2 得 


lim jswr llo, ого = 0, 
тә 


(7.5.13) 
由 不 等 式 (7.2.1) 得 


КЕТЕ 


k, У о0о СВ" TE СУ) el... 


ІВ =1 1В\=1 
因为 
1+2 — Z = glo — E)E) > 0, 
q g 
所 以 
ima, D 11а = 0, (7.5.14) 


由 C7.5.12) 一 C7.5,14) 式 得 


lim ætla got = 0, 


所 以 当 m=1,2 > 9 时 定理 的 结论 (1) 成 立 。 

# m= l,n= e, ШШЩ 1 < £ <o, 使 得 n— £ < k, шс 
RE/(n — £). ЖН ЕЕ ЗЯ НЕ, XJ m= n = 2, j=l 
的 情形 类 似 地 可 证 。 结 论 (1) 得 证 

(2) 由 条 件 可 知 : 存在 we W, 使 得 


Ба Jwe — s|... + 于 jp 一 omwogj 一 0 
>° UEF 


于 是 iw, 一 ys} SSW KF 0， 由 结论 (1), 上 式 和 三 角 不 等 式 可 证 
结论 (2) ЮА. EE. 

由 定理 7.1.1, 定理 7.4.3, 定理 7.5.3 和 定理 7.5.4 直接 推出 定 
理 7.1.4, . 

定理 7.1.5 的 证 明 用 反 证 法 ,假设 (7.1.17) 式 不 成 立 , 则 存在 
b; # „єўїў ,reN, 使 得 Ap- 一 0 且 

| і = ГАРРИ, > Tv | w009 r€ N. (7.5.15) 

由 定理 7.1.4, 不 妨 设 e, BERF we Pa), E. 
Б Hm УХ |D, — Ë|,,.a = 0, 


T>? Bl<m 
于 是 {+} 是 L(a) 中 的 Cauchy 序列 ， 进 而 o, АСЕ 
Uos 《7.5.15) 式 左 端 给 出 [оосо 一 1, 右 端 给 出 [vo] æo 0, 
Вр оо == 0。 矛盾 ! 所 以 (7.1.17) 式 为 真 。 同 样 可 证 明 不 等 式 (7.1， 
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187 和 (7.1.19)， 证 毕 . 

引 理 7.5.1 至 引 理 7.5.4 和 定理 7.5.1 的 证 明 方 法 引 自 文 [63] 
51Ж 7.2.1 证 明 的 方法 ,即将 一 般 单 元 情形 化 为 标准 单元 的 情形 然 
后 再 返回 一 般 单元 的 技巧 ,通常 称 为 仿 射 变换 技巧 。 与 此 对 应 , 称 
引 理 7.1.2 的 证 明 方法 为 仿 射 连续 和 尺度 不 变 技巧 。 
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第 八 章 有 限 元 方法 


第 五 至 七 章 ， 从 有 限 元 空间 的 构造 开始 ， 直 到 建立 了 有 限 元 
空间 的 基本 性 质 ， 这 些 为 应 用 有 限 元 空间 近似 求解 微分 方程 商定 
了 基础 ， 本 章 着 手 一 些 解 线 性 定常 问题 的 有 限 元 方法 的 收敛 性 和 
误差 估计 的 讨论 。 这 些 问题 包括 ; 二 阶 线 性 椭圆 边 什 问题， 薄板 
弯曲 问题 ,定常 Stokes 方程 和 弹性 力学 方程 组 等 . 

第 一 节 讨 论 抽象 变 分 问题 的 有 限 维 逼 近 问 题 。 使 用 的 工具 是 
Lax-Milgram 引 理 和 Brezzi 定理 。 有 限 维 逼 近 问 题 的 解 的 收 伍 
性 化 三 个 方面 : 有 限 维 变 分 问题 的 弱 强 制 性 ， 有 限 维 空间 的 逼近 
性 和 有 限 维 空间 的 絮 闭 性 . 

第 二 、 三 、 四 节 ， 利 用 第 一 节 的 抽象 结果 和 有 限 元 空间 的 基本 
性 质 ,分 别 在 有 限 元 的 基本 假设 H, 下 ， 证 明 二 阶 椭圆 边 值 问题 ， 
薄板 弯曲 问题 ,定常 Stokes 方程 的 有 限 元 解 的 存在 性 ОСЕ Я 
误差 估计 。 

最 后 。 第 五 节 讨 论 弹 性 力学 方程 组 的 有 限 元 方法 。 分 析 这 一 
问题 的 解 的 收敛 性 的 困难 是 : 有 限 元 空间 上 的 双 线 性 泛 函 的 弱 强 
制 狂 难以 得 到 ， 因 而 第 一 节 的 抽象 讨论 失去 作用 。 所 以 走 另 一 条 
路 解决 有 限 元 解 的 收敛 性 ， 


§8.1 抽 和 象 变 分 问题 的 有 限 维 逼近 


ХЕ Hilbert 空间 、 记 其 内 积 是 〈.,-)x， 相 应 的 范 数 是 
1-х, Х 的 对 偶 空 间 记 为 X. 

设 a(*,*) 是 定义 在 世上 的 双 线性 泛 函 ， 即 当 woeX 时 ， 
ausw) 在 固定 时 是 ”的 线性 泛 函 ， 在 e 固定 时 是 x И] ЖЮ ЖЕУ 
Щ. Ж аС-,-) 是 连续 的 ,如 果 存 在 常数 pl 使 得 
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la(w,s)] < 1141121, Уе € X. (81.1) 
设 X, 是 忒 的 闭 子 空间 。 称 а(+,,) 是 X, 弱 强 制 的 ， 如 果 存 在 
常 Ë 使 得 


inf sup El > из > 0. (8.1.2) 
бен E Ху Nr € Xo [1121 


Ж a(*,.) E X, 椭圆 的 , 如果 存 在 常数 pi > 0 使 得 
Vr € Ху, мз||и#||& < alus). (8.1.3) 
显然 ，a(*,*) 是 X, 椭圆 的 ,一 定 是 X, 弱 强 制 的 。 设 1С) 是 
关上 的 线性 连续 泛 范 。 考 虑 下 述 变 分 问题 : 
n € X; a(ua b) = Ко), Ve € Xa (8.1.4) 
关于 (8.1.4) 解 的 存在 唯一 性 ,有 下 述 Lax-Milgram 5|38, 
定理 8.1.1 设 а(-,-) 是 工 上 的 双 线 性 连续 泛 画 。 问 题 (8. 
1.4) Vfe X' 有 唯一 解 的 充 要 条 件 是 : aC) 是 X, 弱 强制 
的 且 


Vy € X, — {0} sup | а(и,0)| > 0, (8.1.5) 


证 明 对 每 个 «ЄХ, REZA: ЄХ, а(и,о) 是 连续 
性 ,所 以 存在 Х 中 唯一 元 素 Au 满足 
Ve € Xal(u,s) = Ан(о), (8.1.6) 
Аи 的 范 数 有 下 述 估计 
а, = sup 96001 


< лих, 
T Б |. |z 


所 以 线性 算 子 4: X, 一 X 是 连续 的 . 记 X。 到 X。 的 线性 连续 
算 子 的 范 数 为 中 .| оху? 则 

КЙ! (8.1.7) 

充分 性 。 若 (8.1.5) 成 立 ， 则 4X, = Хо, MA МЄ Хь, BE 
иЄ Xo 满足 Au = f. X, 弱 强 制 性 说 明 
4411, 2 вх, X,, 

4 6-5) — 8, 所 以 4 具有 有 界 逆 算 子 АХ Хо, H 

о < +. (8.1.8) 

oO p 


= 
Іх X Ё 
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因而 证 明 (8.1.4) vf e x; 都 有 唯一 解 mw，Vfe 在 X, 上 的 
限制 7e X. 所 以 充分 性 得 证 。 

必要 性 。 设 fe Xo 则 可 以 延 拓 到 х фл і H [Дх 
= ПА, Ao) 一 Ко), Ve € 总 ， 所 以 存在 唯一 的 =€ X, 使 得 
Ан = j, 这 说 明 4 是 XK 一 Хо 的 一 对 一 映 上 的 线性 算 子 。 由 闭 
图 象 定理 可 知 ,4 具有 有 界 道 AX > X, W A" 的 界 是 二 ， 
则 得 Cs) 是 X, 弱 强 制 的 。 

如 果 ç € Х,— 40}, ЕН Hahn-Banach 定理 可 知 有 f € XX,f(v) 
720. AMEE <€ X, 满足 Au == f, 所 以 alw,v) = Аи(о)= 
fv) == 0， 即 (8.1.5) 式 成 立 ， 证 毕 ， 

推论 8.1.1 若 (8.1.1), (8.1.2) 和 (8.1.5) 式 成 立 ， 则 (8.1.4) 的 
解 ж 满足 | 


lull < = Яе. (8.1.9) 
2 


《8.1.9) 式 由 (3.1.3) 式 直接 得 到 . 
现在 考 卉 (8.1.4) 的 有 限 维 融 近 问题 。 对 于 he (0,1), 设 X, 
是 斑 中 的 有 限 维 空间 。 问 题 (8.1.47 的 有 限 维 逼 近 问 题 是 
us € X, a(z, 0) = Ко), Ую, ЄХ, (8.1.10) 
X, 可 以 不 包含 于 X。 中 ， 此 时 是 (8.1.4) 的 ' 不 协调 有限 维 逼近 ， 
如 果 X; 己 X， 则 称 为 是 协调 的 ， 为 了 保证 解 的 唯一 存在 性 ,要 加 
上 一 些 条 件 ， 称 {X} 是 一 致 弱 强 制 的 ,如 果 存 在 b€ (0,1] 和 
与 4 无 关 的 常数 C 使 得 


laswa) > Ç >o, (8.1.11) 


ЖКГА РИР 
Уһє(0,) 一 致 成 立 。 
定理 8.1.2 设 a( ° , .) ХЕ А5 ра, fe X, {X} 是 
занн, Ш VA ECOM), 19181 (8.1.10) 有 唯一 解 <, Ж 
n 是 问题 (8.1.4) 的 解 , 则 下 述 不 等 式 


lu — =й < C] if lm — vali 
СЪ: 
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+ sup itar) КеП), (8.1.12) 
б» pE ХА еъ 

Ул є С0,^,) 成 立 , ЖЕН c 是 与 h RI Hy 无 关 的 常数 。 

证 明 由 于 X,h &€ (0,h)， 是 有 限 维 的 ， 所 以 证 明 (8.1.10) 
有 唯一 解 ,只 须 证 明 

Vë, € X,,a(G,,6,) = 0, Vv € X, 

只 有 零 解 。 事 实 上 , 如果 š, 是 上 述 问 题 的 解 ,由 (8.1.11) 式 得 Ж 
=0, 

令 vr E Xa (8.1.11) 式 给 出 

los = mle < c sup 120 =a] 


wpe XA lw stlx 
<c (а в зир 1 бозе) аба). 
беле Ns [ох 


由 于 u 是 (8.1.10) 的 解 , 所 以 


IEA — wllx < llu, 一 vsllx + |, 一 АЕ 
< С fls — „|х + „зар Jeta) Ко), 
|1,15 


由 v， 的 任意 性 得 (8.1.12) 式 。 证 毕 ， 

定理 8.1.2 说 明 ,(8.1.10) 的 解 и, 与 (8.1.4) 的 解 m 的 误差 可 
由 两 部 分 控制 ,一 部 分 是 mw 到 空间 Х, 的 距离 , 另 一 部 分 是 不 协 
调 性 引起 的 误差 ， 如 果 XCX,， 则 第 二 部 分 为 0. 

引 理 8.11 设 (8.1.11) 式 成 立 ， 则 (8.1.10) 的 解 ú 收敛 于 
(В.Ф) u 完 要 条 件 是 


lim inf |z, — „|х = 0, 


| А0. ЄХ 
lim sup е туушу) 一 Ки) 一 0. (8.1.13) 
Рен 0 028 ХА | „х 
证 明 设 lim |, 一 u |x = 0. 1б] P, 是 X — X, 的 正 交 


投影 算 子 , 则 
lw 一 milz = |а 一 P ul + чь 一 Р,и,|5. (81.14) | 
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所 以 


lim || z, 一 Рио x = lim inf |а, — „|х = 0, 
й 0 had "pe XA 


8.1.15) 
lm |, 一 F,r || x 一 0. C 
而 
a(wos ws) 一 Kw) = atw) u а(н.) 

= alu, 一 Р,и,ш,) + alP u, 一 ишь), 
所 以 

lim sup lalm, w) 一 ть) | 

hb Dw КЕХА ОЧЕ 


ЕСИ 
hr p€ X, | „|х 


+ sup EE -0 
WE XD | ty | x 


< lim (|| T Fully + l| Patto 一 mix). 
ћ-ь 0 


由 (8.1.15) 式 可 知 ，(8.1.13) 的 第 二 等 式 成 立 。 必 要 性 成 立 。 充 分 
性 由 (8.1.12) 式 直接 得 到 .证 毕 。 

引 理 8.1.2 {X;, Xo} 是 弱 闵 的 等 价 于 由 Vv € Xo,/(v) = 0, 
推出 


lim Сш 0,vie A (8.1.16) 


кооз САВ 
证 明 设 {X X) 是 弱 闭 的 , 令 fEX B. Vr € Х,, Ки)= 
0. М 是 N 的 子 列 ,满足 h. € (0,1),TEN' — 0, H 


. Wh 
lim sup sup 
Oh’ eh «ЕК bzw ;lx 


= lim su НЄ 。 
Te |15 
H Riesz 表现 定理 ,存在 zg, € Xr, 满足 (ш„,ю)х =з Кю), Vw є 
Xa,» 于 是 


sup СЭЛ 


ык Т” 
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显然 supla,|x < co。 所 以 存在 N 的 子 列 N” Яп ese X. 使 


得 {wr} еме т W сое 于 是 
im |, |£ = Em Со) = Са) = 0, 


所 以 得 
lm sup [fwa)| 0 
А 003208 Xs |, 1х ` 
必要 性 得 证 . 


反 过 来 , 设 У}ЄХ', ШЖ flv) = 0, Vv € XX,， 则 (8.1.16) 式 
为 真 ， 令 v.€E Xi,， TEN, Н h —0, (ej) ӘСР vo H 
《8.1.16) 式 得 

Се.) = lim |f(v.)| == 0, 


Нр p. € Xoe 充分 性 得 证 。 证 毕 。 

定理 8.13 设 问题 (3.1.4) Vfe X' 都 有 唯一 解 。 若 (8.1.11) 
式 为 真 , 则 YfeX ,(8.1.10) 的 解 s, 收敛 于 (8.1.4) 的 解 mw 等 价 
于 下 述 两 条 为 真 : (1) {Х,,Х,} 具有 逼近 性 : 


Vr € Xo, lim inf llo — vlx = 0; 
й-б» XA 


(2) {Х,,Х,} 具有 弱 闭 性 ， 
证 明 充分 件 由 引 理 8.1.2 和 定理 8.1. 2 的 结论 直接 可 得 。 现 
在 证 明 必 要 性 。，Ywe X。， 定 义 1(v) = almy), Vv € X. 则 (8.1.4) 
有 唯一 解 mw, 且 (8.1.10) 的 解 ws€ X, 收敛 于 u 这样 就 证 明了 
{Xs X} 具有 逼近 性 。 设 EX, j(v) 一 0，Vv € 和。 则 (8.14) 
的 解 w。 一 0。 由 引 理 8.1.1 得 
lim sup |/Сю» )| = 0, 
a> 00а яе ХА |rw ,llx 
由 引 理 8.1.2 得 {Х,,Х,} ESAR. ИЕК. 
定理 8.1.3 将 抽象 变 分 问题 (8.1.4) 的 有 限 维 通 近 问题 (8.1.101) 
的 解 的 收 伍 性 归结 为 : a(，,,*) 使 得 (X, 是 一 致 弱 强制 的 , {X，， 
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X) REEERE, {X X) АЖЖ. 
下 面 讨论 问 题 (8.1.4) 的 一 种 特殊 情况 并 介绍 相应 的 Brezzi 理 
л, 
Ж V,W 是 实 Hilbert ZH, 0(-,:) 是 定义 在 了 上 的 双 线 
性 连续 泛 函 ，2&, ，) 是 定义 在 了 7 X 歼 上 的 双 线 性 连续 泛 函 , 即 对 
F (v,p) EV х И,2(0,ф) 在 9 是 固定 时 是 ”的 线性 连续 泛 函 ， 
在 v RENE? REER. YEV X W', FETE 
问题 : Ж (wx,4)EV x W 满足 
(нн) + ble, p) = J(e),Ve € V , 
blu,p) = 2(ф), vo € W. 
问题 (8.1.17) 是 问题 (8.1.4) 的 特殊 情形 ,因为 对 V(e,p)e V xW, 
(0,5) Ух И, ZX 
2((0,ф),Сю,8)) = аби, шю) + bwp) + blv,E), (8.1.18) 
则 间 题 (8.1.17) 等 价 于 下 述 问 题 : 
(usp) EV X W, 
aClus b), (vp)) ka К») + KORLO ,Ф) €V X W. (8.1.19) 
我 们 讨论 问题 (8.1.17) 的 唯一 可 解 性 条 件 ， 定义 线性 有 界 算 子 
i АУУ, ВУ > W',B';W'— V° 


(8.1.17) 


如 下 ; 
Avlw) == alv,w), Vow € V, (8.1.20) 
Bolo) = В'ф(о) = 0(0,ф),Ү(е,ф) € V X W (84.21) 
令 A:V X W > V' XW 如 下 


Аоф) = (“+ В АК? €VXW., (8122) 
则 (8.1.17) 可 以 写成 
(uD) € V x W, Aug) = ( Г), (8.1.23) 


ja P В|: P = (ç|e € V, 2(0,ф) 一 0,Vp €e W). jË 

Ë' Ў 的 对 偶 空间 , 它 可 与 V 中 由 所 有 满足 fv) = 0,Ve € V 

Н. (ә, у= 0,YVw € P 的 1 构成 的 闭 子 空间 相等 ， 记 I;V' 一 
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7 是 V' 到 六 的 正 交 投影 算 子 。 
定理 8.1.4 方程 (8.1.17) УС, OEV х wW 有 唯一 解 的 充 要 
ЖЕЕ: ПА 是 É 到 Ў 的 同 构 映射 且 存在 正常 数 m 使 得 
sup ÉP) > г.||», vo € W. (8.1.24) 
owrev ||el; | 
WA 设 方程 (8.1.17) УС, р) e V' XW 都 有 唯一 解 ， 即 
(8.1.23) V(f,z) €e V' хи" 有 唯一 解 。 由 闭 图 像 定 理 可 知 ，4 
V X W— xw BAAR ALV X W'— V x W. рУ 
LEW’, 定义 Se 是 Л '(0,е) 的 第 一 分 量 ， 即 w = 5g 等 价 于 
存在 X€ W, Aw,X) = (0,0). 由 (8.1.21) 式 可 得 Bs 是 恒 等 
算 子 І, h Rise 表现 定理 可 知 , 存 在 Jy:W'— W 使 得 , Vg € 
W’, 


(Jwg, w)w = glw), Yw EW, 
对 Vp e W, X P >< о, 
bwp) a Во) | 


оер |||, ое || 
> Bwe] a els 
ЕЯ syz o], 


HT S 是 有 界 的 ,所 以 存在 常数 ps > 0 使 得 
57501, АТЫР 

进而 (8.1.24) 成 立 。 

vIe, 记 9f 是 A1(7,0) 的 第 一 个 分 量 ， 即 m= Ор 等 价 
于 存在 XEW ‚А(е,Х)= (0), 由 于 Vo eW, ПВ 'р=0, 所 以 从 
《8.1.22) 推 断 HAQI— Hj = f。 所 以 пло ЕЎ | P' 的 恒 等 
映射 , 即 HAP = P', 32 ЄЎ Н HAz= 0, H(8.124)= nB] 
图 像 定理 推 得 存在 9 € 多 使 得 B'O 一 一 Az, AHAC, O) = 0. 
所 以 z= 0. FH HA ЕЎ 9] O 的 一 对 一 映射 而 且 是 连续 的 ， 
所 以 HA E Ú Ў 的 同 构 映射 。 必 要 性 得 证 ， 

反 过 来 , 设 HA 是 P? 到 六 的 同 构 映射 且 (8.1.24) 成 立 。 由 
(8.1.2, Vee wW FE ú 使 得 Bú -— gz $ x= o-+ z, ЇЙ 
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问题 (8.1.23) 等 价 于 

А(ш „фу = (f А9,0), (8.1.25) 
由 此 可 得 , (8.1.23) V(j,g) 有 唯一 解 ,等 价 于 4 在 P x W 上 的 
缩 像 A 是 P x W —V' x {0} 的 同 构 映 射 。 2 jev, H 
ПАЎ 到 六 的 同 构 映射 ， 存 在 唯一 的 oc P 满足 ПАш= 
Hf. 由 于 HCAe — Р) = 0, В, 

(Aw — P (0) = 0,Vy € P, 
进而 存在 唯一 的 & WWE В' 一 f 一 4w。 这 一 结论 可 证 明 如 
F. 定义 V/P 是 商 空间 , 由 (8.1.24) 式 推断 
ВО) „оь, Vpew. (81.26) 


ебе {ә} [> 
而 且 У{г}єү/Ў,{2} = {0}, 
supl В'фС{2})| > 0, 
所 以 由 定理 8.1.1 得 所 需 结论 . 
上 面 的 讨论 说 明 ，Yfe yi, FEER (ю,фуєў x W W 
Æ Awp) = (f,0), 即 是 连续 的 ,一 对 一 欢 上 的 ,所 以 是 同 
构 映 射 。 充 分 性 得 证 。 证 毕 . 
下 面 给 出 逆 算 子 AV 的 界 。 


ё. — 


"latoi. 


0avEV выр le [гө]; , 
Габош). 
00,06 И 1211,1 


Со) | 


| 9 
ev ру Ух? |10 ||, ||| 


€, = 


c; = 


T(c,, ao p63)—2max{( pr! + u (1 + сум), 
(л! + ey D + cim, J, 
定理 8.1.5 设 HA E Ë Й ВОЕН (8.1.243 5237, 
则 
[а(и,0) + blv, dp) + blu, | 
Í 
мыйже wes rar Сы, + [Ф000 + lel) 
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D> len kaua) - (8 1.27) 
证 明 ”只 须 证 明 AV X W'— V x W 的 范 数 满足 
ШМ < 7(c,, м, м). (8.1.28) 
& (f,g)€ X И", W (к, Ф) АР, 2), BJ 
[4 + В'ф = }, 
Ви = zg. 
从 (8.1.24) 式 推 得 ,存在 we 7 满足 Во = z H 
lwl < аз. 
& >= у — ш, Ji) Av = Df 一 本 Aw， 于 是 
leli < СПА + elelr) 
laie «101, + lel < ahfl + e'i 
+ с.ш, 1) hel. (8.1.29) 
而 WB'el < [Де + lelie < W| + с 106, HH(841.24) 3548 
191» < нз! + атс му, E (8.1.29) &48(8.1.28558, UE 
毕 。 
问题 (8.1.17) 的 有 限 维 逼 近 问 题 将 在 第 四 节 以 Stokes 方程 
为 例 进行 讨论 ， 


$8.2 二 阶 梢 圆 边 值 问 题 的 有 限 元 方法 
BOE В" п Е, ЮГ ЭЛ 1А НАЯ: 
一 > 8,(zii(wz)0;i) + > адш + аш = |, #E Q 内 ， 


ula == 0, T 
(8.2.1) 
其 中 fe LC) aiaia 均 是 О 上 足够 光滑 的 函数 ， 且 存在 正 
常数 a 使 得 


> a;;b;b; 之 |||? vó € R”, (8.2.2) 
i jmi 
EX 
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а(ю,ь`у == >; |, ашо de 十 | (> ajw“y? 十 as"), 


{= jl 
Vie, e € L?(Q), (8.2.3) 
0) 一 |, fe'dz ‚Ме € Т?С Q), (8.2.4) 


不 难 验 证 aCe) FC) 分 别 是 LYC) ЕЛЯ ЕТУ БЕЯ 
泛 函 并 且 是 连续 的 。 由 第 三 章 可 知 , 问题 (8.2.1) 的 弱 形式 是 
m EWO), am vr = Ко), ЄЙ К Оу (8.2.5) 
如 果 a = 0,163 < я, а, Z 0, (8.2.2) 91 Poincara-Friedri- 
chs 不 等 式 可 知 a(。,*) 是 椭圆 的 ， 所 以 (8.2.5) 的 解 是 存在 唯一 
的 一般 地 ， 设 (8.2.5) 具有 唯一 解 ， 上 且 存 在 常数 C > 0 满足 
inf lo) с (8.2.6) 


варе Wl2 0) we 20) llet, 2 2112211. 2.0 
求解 问题 (8.2.1) 或 (8.2.5) 的 有 限 元 方法 是 求解 下 述 问 题 : 
u, € Wi „аби, ,04) = Kor), Vos Є}, (8.2.7) 
如 果 a0, 1<ј <и, a 之 0， 由 (8.2.2) 式 和 定理 7.1.5 可 知 
(0) 是 一 致 弦 强制 的 ， 再 由 定理 7.1.1,7.1.2 和 定理 8.1.3 可 知 ， 
и, 是 收敛 于 a BJ. 一般 地 ,有 下 述 定理 
定理 8.2.1 Ф c= 2. Vk H， 和 (8.2.6) 式 成 立 ， 则 对 Vfe 
ІРО), (8.2.7) 当 到 足够 小 时 有 唯一 解 , 且 在 LO) 意义 下 收敛 
于 (8.2.5) 的 解 w。 
证 明 由 定理 8.1.3 以 及 第 七 章 的 各 近 性 定理 和 弱 闭 性 定理 ， 
只 须 证 明 0⁄1 是 一 致 弱 强 制 的 。 
事实 上 ,存在 与 无 关 的 正常 数 C 使 得 
inf 一 akeaawa)| > c (8.2.8) 


Le 
对 足够 小 的 大 一 致 成 立 。 
假设 (8.2.8) 式 不 对 , 则 VreN， 存 在 А, Є (0,1), € Wy, fË 
得 名 一 0 H 
= lolio > r sup КОКУ TEN (8.2.9) 


ow € 7 Ф|1,2ь2 


ө 344 = 


由 定理 7.1.2, 不 妨 令 о, BKAT ve EWO) HEM 711,9 
_Yw E 序 2(Q)， 存在 ш, Є, EE w KAF o. Жи = 0, 
从 (8.2.9) 式 推出 

0 — imalo, w,) = lim (абон) + абоз, — w)) 


= a(s., 8). 


He JES СВ. 2.6) А 11, e. = 0. 再 由 (8.2.97 式 得 


0 一 іш а(о,,0,) 一 im | >; | aviviids 
Tm T 


>° Ај 


+ Í (> азии + аз), . (8.2.10) 
a . 2 


jmi 
由 定理 7.1.4 得 
im [нї „д = imme оо = 0, 


所 以 (8.2.10) 右 端的 第 二 项 收敛 于 0. W 


lim У) | aviividx = 0， (8.2.11) 
2 


由 (8.2.2) 式 得 lim |vrli,0 = 0. 
再 由 广义 Poincari-Friedrichs 不 等 式 (7,1.17) 得 
Ба |е, |, < C lim [е,|2,2 = 0. 
这 与 ledo 一 1 矛盾 。 所 以 (8.2.8) 式 成 立 。 证 毕 ， 
定理 8.2.1 证 明了 (8.2.7) 的 解 m КОШКЕ, ИП < 分 别 在 
(д) ЖУКЕ Du，|8| < 1 下面 将 证 明 реш |2. 也 在 
СӘ) 意义 下 收 化 于 Dito s =] eten 
定理 8.2.2 5 c= 2, W H, 和 (8.2.6) 式 成 立 , 则 有 
lim > || D ui 一 РГғи. |2,0, = 0.: 


i, j=l 


0 = 
证 明 Vs > 0， 存在 pk C?) 使 得 
|, 一 elo < 8, (8.2.12) 
HOLDA AHE 
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SY [рем — репы) |0,0 
1А =1 


= T(E 1094 – рек) 


В =1 ‘KEK; 
1⁄2 
<c( 5 D li- moliar) 
KEK, \ 8 =1 

<c У) l — Стру 

ГА = 
<c у) — рео + |D 

КДБ 


一 Dapjzo 十 lp 一 Піф\ 2 о). 
由 (7.2.137 式 和 (8.2.12) 得 


lim sup У) |D — D° (1103 S< Св (8.2.13) 


>< д 
因为 
п 
r + 1 > $, + 7’ 


由 Sobolev WA ЕЯ 67.2.7) 049 


У) Dp 一 D°Tto| „к < СА ф|, о.к» 
IB =1 


所 以 
lim У) 10° 一 D° (Tl). o, = 0. (8.2.14) 


#>0 B= 


由 (8.2.12) 一 (8.2.149 式 及 下 式 


>; [р — р^и |a. a < >) {|Р — Dp) lono 
А1 А =! 


+ 1р" тт DIC len + lIDsw 一 р?и, |,..о}, 
推 得 


lim sup 5 l| D'u? 一 Р“и.||,..о, < Св, 


和 定妆 让 p =1 


由 в 的 任意 竹 得 到 定理 结论 。 证 毕 ， 
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к 
{87 
TZ 
ШЕ 
8 


定理 8.2.3 令 c= 2. W H, 和 (8.2.6) 式 为 真 。 如果 存 在 
r €N 使 得 Ух 通过 (7, 一 1) 阶 强 F-E 检验 ， IFES В, 
无 关 的 常数 C, 4 me Wr'2(Q) 时 ， 


[м 一 “ll 2.0 <s <c > h'i {жу д-н. 2.0 (8.2.15) 


对 足够 小 的 4 一 致 成 立 , 其 中 rrayr: 是 逼近 性 条 件 中 的 整数 ， 


r 一 max {ri +1}. 
1<i=< 


证 明 利用 引 理 7.1.1， sim 7.1.2 和 引 理 7.2.3 可 推出 


inf [о 一 vilh, 2.0 < ||, 一 Miulla., 2 
„t 


3 
<C 2) |а|, ло (8.2.16) 


i=1 


设 o, €W), HOLDRA 


alms w) 一 Iw) 一 5 | „(дубалдуу + а,;0,иулі)ах 


H W: 的 构造 可 知 , 存 在 w EC(O),Diw | ao = 0, [8] = 1, 使 得 
w, 一 Ilim, 所 以 
а(ж,ю,) — Fwa) 


一 > > (99а) + 2:0: 014 


ѓ,ј=1 K€ K, 
= 5 > {| а; ji w 一 Dili )dx 
Д©]=1 K€ K; t 
— \ aji; Terw 一 TiNidi 


+) X| womangeoNiu 


i,j=1 K€ Kg 


+ > >; > |, ез9, rwNids. (8.2.17) 


121 КЄК FCƏK 
利用 (5.3.5) 式 和 Р, СКусме 的 事实 得 
Ww (пу 一 0 )dx 
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= | a;jƏ;we (Tag 一 Hk )N;ids 
8K 


= inf 
РЕР, чк) 


| (aijOit 一 РО — D'iikw)ds 
K 


一 |, (aj0im 一 Pm 一 mew)Niad| , 
利用 Hilder 不 等 式 ,不 等 式 C7.1.9), (7.1.10), (7.2.8) (7.2.9), 
可 得 ， 


| a;n (Tie 一 ЮП )ах 
K 
一 | a;jðiu (larw 一 me)Nias| 
әк 


< Сз] анд шо na Hiwi. (8.2.18) 
利用 >к 通过 (一 1) 阶 强 Е-Е 检验 的 事实 和 不 等 式 47.2.8) 
及 (7.3.28) 得 


|| А 
ләк 


= inf 
РЕР, ДК) 

< Ch.|as6;a |. gly |a, (8.2.19) 
由 引 理 5.1.1, 对 任意 FC6K,， 存 在 唯一 的 K€ K, 使 得 是 К, 
和 K, 的 公共 (n 一 1) 维 表面 ( 当 РСӘО 时 ,可 选择 玉 :CR" 一 
Q, Ф ajiƏu |z, = 0, Him |z,= 0)。 利 用 引 理 7.2,3 的 证 明 方 法 
可 以 证 得 i 


inf [р — pla, 
РЕР, _ (F) 


< Cy—|o|, „к,Уфє WCK). (8.2.20) 
利用 引 理 7.1.3 证 明 中 的 第 〈ii) 步 的 方法 可 以 证 得 
[Irw 一 Пк, |, = Ch? П |\л,к,ук,. (8.2.21) 
由 >к 通过 (7, 一 1) 阶 强 F-E 检验 的 事实 和 不 等 式 (8.2.20) 
和 (8.2.21) 可 得 


|, aðilar w 一 Mig 6)N;ids 


| (аб, 一 pmSxwNid 
ok 
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一 „Пав КЕЯ 一 Р)СП5к w 一 JSK w )Nids 
< Ch aiiO;muo | ,2,K,UK, Hyw | 1,2, KIUK2® (8.2.22) 
由 (8.2.17) 一 (8.2.19) 和 (8.2.22) 式 可 以 推出 


[аСж»г,) 一 КО) 


< C > В ае |а зь 1а, (8.2.23) 
由 定理 8.1.2, RER (8.2.16) 和 (8.2.23) 可 以 得 到 (8.2.15) 式 。 证 


Eb, 
定理 8.2.4 令 c= 2, 设 H, # (826) 式 为 真 。 如 果 存 在 
r€ N 使 得 Èk 通过 (r, 一 1) 阶 强 Е-Е 检验 ， 则 当 Єў" 
(9), 
Ў Dm 一 ри), 


ЖЫ! 


4 
<C D) killulla. (8.2.24) 


ёз | 


AEDES В — руу. 
证 明 由 (7.1.9) 式 可 得 


У) IDn, 一 репи), 


(81 =1 
1⁄4 
= >: ( D Ips — репа к) 


IBi=1 “КєКү 
/ в А 1⁄2 
<c (> у) 16 — бшу йык) 
K fB8|=1 f 
= с lj; т СП) |а, о 
1А =1 


< c > Сө 一 D'u,||az. o + |2 一 Mudho). 


і =1 


由 此 可 得 


2: Dm 一 D’ uilo., < Са, — llig 
ГЕТ 
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+ llu 一 Tiaolli2,0}, 
再 由 (8.2.15) 式 , (7.2.13) 式 可 得 (8.2.24) 式 。 证 毕 ， 
由 引 理 7.1.2 可 知 || —П3,|10.2,0 ВОЗЕ БЕ, Nulh. о 
高 一 个 产 的 量 级 ， 那 么 |m 一 |a. I 的 误差 估计 是 否 可 以 提高 一 
T h DER? 下 面 用 Aubin-Nitsche 技巧 来 讨论 .为 此 假设 
inf lawl о, (8.2.25) 


sup 
ожо 15200) oyw e йоу ю|| 12,0121 1,2,0 


成 立 , 且 Vzge (©), 方程 


—}>)д;(андир) 一 Удар) + ap = g EAN, (8.2.26 


Piao = 0 
有 唯一 解 pew), ЖЕЕ 
[Фо < Cllello,.o. (8.2.27) 
О 118), Н 0iij,a1,a。 足 够 光滑 时 , (8.2.27) 式 成 立 ， 在 上 述 假 
设 下 ,可 以 得 到 下 述 定理 ， 
定理 825 $ o= 2, < 3, 设 (8.2.6), (8.2.25) 和 (8.2.27》 
式 成 立 ， 若 H, 成 立 且 5 一 0， 则 当 mew”) N, E 
lz — 0010 < c ва |, нао. (8.2.28) 


= 


证 明 Vz L'(O), 记 p, EDA), p €W) 分 别 是 下 述 方 
程 的 解 : 
або) = EZAZ «йоу, (8.2.29) 
а(оъ»фь) 一 | воа» Yn, eW, (8.2.30) 
显然 
glug —и)ах 


Па, 一 由。 = sup 
g< LQ) lello.: о 


9 (8.2.31) 


[ес — иһ)ах = a(wosif'e) 一 аби, ,ps) 
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= а(и,— ussps — Pr) + аб — us > Pps) 
+ аби уре фу). 
利用 定理 8.2.3 得 
le; — p+, < Càh|lo,||:2.o 5 (8.2.32) 


КС — uh)ax 


<c ео У) вла 


+ [аси — и, ,фь)1 + аби, уф, — фь)|. (8.2.33) 
注意 


alur pi) 一 | еа ‚Фе 


满足 (8.2.26), 所 以 


amp =P) = | |) (араў + DaiiDripe DD) 


+ У) Goat + 9, азри) на, (8.2.34) 
4% рє сд) 使 得 иь 一 Що, фе ИСО), tiit 
Тро) = | (Dos) + ри) ах, 
类 似 于 (7.3.6) 式 得 


T, (0, ) = Ў] | „(рэр + фи )ах 


KeKK 


一 У) |, (DepHkz + рП )йх 


KéK} 


== >) min | (g 一 Р)(П» 一 РеПо)дх 
KeK} p EPKK) K 
一 ШС — р)(П,ко — Пко)М,ағ 
+ | Cp — p)IHóreN,ds | 
әк 
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+ у min |, Ср Рк, 


к=К Тік, P EPKK UK:) 
Е 
— П5к,0)№,4, 


其 中 第 二 求 和 项 表示 对 所 有 FEF, 求 和 , 当 ЕСӘО 时 ,认为 


K,C R° — Q, N 是 ӨК, 的 单位 外 法 向 量 ， 利 用 Schwarz 不 等 
式 和 引 理 7.2.3, 不 等 式 (7.3.23) 得 
[To,:(p, wm,)| 


< сй | У) 1а 一 Dantel a квй 
KeK} 
+ [080|,2,әк + Поки 一 Пр | .ex] 


+ >) еко к, — Пао. (8.2.35) 


ЕР= КПК: 
由 引 理 7.1.1 一 引 理 71.3, 得 
10% — Dens ко |02, S < |0900 一 ж) 一 ро 一 ж) llo. 
+ ||Driw 一 Jar + |D in 一 ре Тн] z 
< СПС = wo) oz,x + || Dis 一 Пам... к 
+ |0, 一 репом, к}, 
go 一 репо ||, к 


<c] Diw 一 м, + r 11|, 1, 


iml 


(8.2. 36) 
[П»ке 一 П ||, 2,0K <s < [[Пьк(ь 一 и) 一 IIy (e 一 и) |12, Әк 


+ [оо 一 Пък, ак + [ж 一 Пи о,2,әк 
< С p2 [2С 一 и) |a, xh? + {ж 一 Texwllo,2,0r 
В =1 
+ ls — kullosor |, 


[Пәке 一 По ||,2.ок < С fat > |D” 一 2 人 K 
1A = 
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3 
+ Dar Hulea} (8.2.37) 


jai 
利用 不 等 式 (7.3.28) 及 
Пё ки, 一 Поки, — Mirtos 
| 和 ell az < Hiro 一 uo)l|sa,ə z + |П%кмо|о.л.әк 
< c fat Уу [пй — “ык. 


iA =! 


+ |l, 一 Пьки,||о,,эк + |o 一 Пёкшо]| ъз.әк} 


< с fat У) [Dm — stllo.2.x 


18\=1 
‚ | 
+ У аак. (8.2.38) 
j=) 
类 似 地 ， 
1050 一 DISK ә||„к# 和 153k (o — ш) — Пк (ә — и) lor 


十 ||, 一 了 3K io 十 =, 一 Пак ,zollozP 


< C {н > {102 Со 一 жу) |\в.,к, + |128, 一 ax] 


1A = 


+ m — Пф кв + li ао | 


< C {н У! || Dw 一 whlloz,r, ur, 


1 В| = 


3 
+ D [а], акк, (8.2.39) 


j=1 


综合 (8.2.35) 一 (8.2.39) 式 和 (8.2.15) 式 得 


3 
ЕСЭ] = C ФІ .25 >) В|, aao. (8.2.40) 


ті 


由 (8.2.34) 和 (8.2.40) 式 得 


ЄР — p) = | > T. CajiD°ipe ss) 


j=l 
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+ >; Тар, s) 


i=1 
3 
< Сір, |2.о > В |а|, жыл, os (3.2.41) 
1=1 
类 似 地 可 证 
4 
lalu 一 urp) < C |lpellz.2.a > ва, 
j=3 


(8.2.42) 
综合 (8.2.33),(8.2.41),(8.2.42) 和 (8.2.27) 式 可 得 


4 
||, zGa — ийа < Св аа D аа 
imi 


4 
< Clello,z,o >; шө] н.о (8.2.43) 


j=1 


再 由 (8.2.31) 式 便 得 到 了 (8.2.28) 式 ， 证 毕 ， 


583 ” 注 板 弯曲 问题 的 有 限 元 方法 


&0Ж К 中 的 多 边 形 域 .考虑 周边 固定 的 薄板 弯曲 问题 ,这 
一 问题 如 下 描述 ; 
At == f, ТЕО А, 
= 0, (8.3.1) 


aa 


“laa = 


u 

ƏN 

其 中 fe LQ), A = ре + ре 是 Laplace 87. 
Мо ш € L(A), 定义 


alv, w) 一 Ka + 20010, 二 092200980) dx (8.3.2) 


fCv) = | tax, (8.3.3) 


问题 (8.3.1? 的 弱 形 式 是 
“E WACA), alesy) = f(r), Yv EWA), (8.3.4) 


r 354. 


问题 (8.3.4) 的 有 限 元 方法 是 求解 下 述 问题 : 
и» € Wi,a(u, o.) = Ко), Ve, EW, (8.3.5) 

对 于 (8.3.5) 的 解 ws 的 收 伍 性 有 下 述 定 理 ， 

定理 83.1 $ c= 2, W H, RI. MUJ рє L2:(Q),(8.3.5) 
在 下 足够 小 时 有 唯一 解 ms H ig L22(Q) 意义 下 а, 收敛 于 问 
题 (8.3.4) 的 解 mo。 

利用 不 等 式 (7.1.17), 定 理 7.1.1, 定理 7.1.2 和 定理 8.1.3 可 以 
证 得 本 定理 。 其 体 证 明 由 读者 自己 给 出 .利用 与 定理 8.2.2 的 证 明 
类 似 的 方法 可 得 下 述 定理 。 

定理 8.3.2 $ = 2, 设 Н, 成 立 。 则 有 


lim > |D u 一 Ри ||, o, 0. 
А> 0 \ 8| <2 


关于 有 限 元 解 w 的 误差 估计 有 下 述 定理 。 

定理 8.3.3 令 o 一 2, 设 H, 成 立 ， 且 存在 rs 之 2 使 得 
Er 通过 (re 一 2) 阶 强 F-E 检验 。 如 果 当 Ki, K€ Ж,Р=К|Г\ 
K, 是 公共 边 时 ，Vw € CCK ЈК), vp E P, (F), 有 


| Спа, — Пәке) == 0, (8.3.6) 

R MEES В» 无 关 的 常数 C 使 得 , 当 问 题 (8.3.4) 的 解 жє 
ко) 时 ,下 述 估计 

lz 一 АР < с(> АЛ] wo ыз, о + кщ], )›(83.7) 


#=1 


>) || De, 一 Юн lo,2, о, 
IB <2 


6 
= с (> pr |а| ыо + ЖЕЛЕУ) (8.3.8) 


iml 


对 足够 小 的 4 一致 成 立 , 其 中 
r= шах {rs + 1,4},7 = maxír, + 1,4},P (F) = {0}. 


如 果 进 一 步 VK € K,,Vs € СК), Пәки == Пк | ок» DN} € 
М№,1= 1,2, Н Vw, ЄЙ, ш € C (0), 则 
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Р == max (r; + 1),7 一 76 十 і. 
1<1<6 


证 明 由 >к 的 有 逼近 性 条 件 ， 引 理 7.11, 51% 7.1.2 和 引 理 
7.2.3 得 


inf | 一 о0о < [| 一 Пин» 
З 


5 
<C У) 7и, |, ое (8.3.9) 


Yw, Є, 1а w € CX 0) 满足 
w, = Пи, D’ wlas = 0,181 2. 
注意 m 满足 (8.3.1) ,所 以 


аб, ө») — Кою) = | 1(Р®®шеәр® 一 реи) 

+ 2CD Puw? — D2:2)g 93) 

+ (рир 一 реи) dx, (8.3.10) 
MEZE абм мъ) — Ки) 的 估计 ,对 于 (8.3.10) 式 右 端 积分 中 
的 第 二 个 括号 有 

a| роо 一 Dmv yda 
a 
= | (2D Puw? + риш + РЕР 
Q 
— | (рио) + D De 1 dx 
R 
一 | Сч + ре юше)», (8.3.11) 
Q 
现在 对 (8.3.11) 式 右 端 进行 合计 ,首先 


КОШ + D°: УУ t + рою) dz 


| | 
= У) |} РП 一 реш 一 РеПи Jdx 
KeK, “AK | 


_ |, DD, ПМ, — П к, — TRWYN, 
+ (Пака, + Пукю №, 一 ngw) Nas 
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+ У) >| (2TIEE wN N, + (Ni— №) пш) D uds 


КЄК FCƏK 


+ >; j. CU wN, N, + (Ni 一 М) ПЗЕ) D mds. 
| (8.3.12) 
利用 (5.4.1) 式 ,注意 P,_:(K)CN&D， 得 


Rk = || D utn w 一 БП 一 D'Ugw]dx 
一 |, Db [СПА N, 一 По N, 一 Пд) М, 
+ (пў, + TEN, 一 Па) Лаз 
= inf 
peP, ИК) 


— РП )4х -= Í. (D: — 站 [CT 


| (Dd 一 pNP w 一 DT 
K 


一 Пъкю N, — Tigm)N, + (П N, 
十 Пк №, — Пф) М, 14|. 
利用 Hilder 不 等 式 ， REA (7.1.12), (7.2.7), (7.2.8) 及 
(7.3.13) а]48 
Rk < СА "|, tar | Tw |, a. ks (8.3.13) 
因为 Ek 通过 (rs 一 2) 阶 强 Е-Е 检验 ,所 以 有 
R} = а ре” (2N, Nw + (N: — муп yds 


(Сосон, — GN Nin 


= inf 
РЕР, _уК) 


+ (N: — N)IIEo)ds|, 
利用 Hilder 不 等 式 , 不 等 式 (7.3.29) 和 (7.2.8) 得 
Ri S СА" || tar | Ia |, za (8.3.14) 
对 于 FEF, ја К,,К,ЄК,,Е = KNK, (ШЖ ЕсӘО, $ 
K,CR* — 0), ШТ Ek 通过 (ro 一 2) 阶 强 F-E 检验 因此 有 
"397， 


КЕ ы ||, р“ 0 (2 NIN (Yk w + Пле) + (М 


一 Ni)(Taxw 十 Hk, ))ds 


= inf 
рє Р Р) 


Í, (Du 一 p)[2N,N,(H3E w + ПЗЕ м) 


+ Оой — NDR, + Iw) ds |. 
利用 引 理 7.1.3 的 证 明 方 落 可 证 
uY w + HYE w llo, ar + | Пакш + Hk wo |0,2, в 
< Chê |w |, „кук, (8.3 15) 
利用 Hilder 不 等 式 , 上 式 和 不 等 式 (8.2.20) (r, = rs — 1) 得 
Re < С |а|, акак, Ta |; UK,» (8.3.16) 
利用 Halder 不 等 式 ,(8.3.12) 一 (8.3.14) 及 (8.3.16) 式 得 


| (2р1 + DED yw D + DD wb) dx 
o 


5 


< 5 WiTH м] „з, о |4951», о» (8.3.17) 


1=5 
其 次 ,对 (8.3.11) 右 端的 后 两 项 有 
| Среза ее) + (Duw + D Puw, )]ах 


= У) |, Сре» # + РП) 


Ke K; 
+ (D3⁄2 TI + Dm Tw )] dx 
= У) | [р (Пг — ОП) 
кєк, ` К 


+ DIVw (Пер — РаПе) ]ах 


一 l, рео Horw 一 Па), 
+ ро? (Пори 一 mw) Nas| 


+ 5 fa (DOP N, + D ® М, )Пәке д», (8.3.18) 


K€ Ka * 
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注意 Р, .iCK)CNE， 并 且 利用 (5.4.1) 式 ,不 等 式 (7.2.7) ,(7.2.8) 
及 (7.1.13) 和 (7.1.14) 得 


> f | (Du Пв 一 Dkw) + Duw 


KEK} K 


一 О«Пме)]4х 一 j, [D Puw 一 He )N, 


+ DiDwl Tortw 一 По )N,1d5 } 


< Сао |, вао а 122.0. (8.3.19) 
利用 不 等 式 (7.2.8)( 或 (7.3.10)),(7.1.15)) 得 
>| 


кєк 7 Š 
< Ch'e laos,z, 0 |1220. (8.3.20) 
综合 (8.3.11) ,(8.3.17) 一 《8.3.20) 式 得 


lf (DOP uw? — D Puw )dx 
9 


(DD, N, + DuwiuN окей 


6 
< С (> Ви {ало 十 ЖЕГУ)! (8.3.21) 


于 一季 


对 (8.3.10) 式 右 端 的 另外 两 项 也 可 以 得 到 类 似 的 估计 ,所 以 
абнова) 
= С (> Ki | wo | ,rs,0 + ЖЕ)! (8.3.22) 


利用 不 等 式 (8.3.9),(8.3.22) 和 定理 8.1.2, ЕЯ 8.3.1 及 定理 7.1.5 
可 得 (8.3.7) 式 ， 

ШЖ VK € K,, Yw € ССК), Пәк = Пиё|әк, Ре € №, 
G = 1,2), B. Voy ЄЙ, EC), N] wi = Dwli = 1,2), 
ХЫ, aG.) 一 Cw) 可 写成 


aluo w) 一 Ки) 一 [CD mwg” + рш) 


+ (2D Puw P + DY Puw 01) + D02261) 


+ (рио? + D Puw) ]ах 
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— | (Duw V + D Puw 
0 


+ рии 十 ри 十 Auw, dz, (8.3.23) 
由 于 w ECD), шў = Diw, = 1,2)， 所 以 (8.3.23) 式 的 第 二 
项 积分 项 可 以 推断 为 0。 第 一 个 积分 项 可 用 (8.3.17) 式 的 证 明 方 
法 得 到 与 (8.3.17) 式 类 似 的 估计 ,所 以 

lakus w) — fwa) | 


6 
< С 5 В we lst,2,0 | 0 {2,2,0. (8.3.24) 


这 样 就 得 了 


r= max (r; F 1),r = r + 1 
1<í <s 


情形 的 (8.3.7) 式 。 | 
不 等 式 (8.3.8) 用 不 等 式 (8.2.247 的 证 明 方 法 得 到 。 证 毕 。 
根据 工 面 的 定理 和 第 六 章 的 讨论 , 表 8.3.1 列 出 了 第 五 章 给 出 
的 具体 单元 关于 4 的 误差 估计 及 w 的 正则 性 要 求 。 


家 8.3.1 

№ ж 误差 | 一 salso 正则 性 要 求 
TQC6 元 Olh) m EWA) 
TQC9 元 оњ) м, € у» Q) 
TQC12 元 оь? f и Є W112 9) 
ТОС15 X ok u, E Wn( OQ) 
Bell 元 ов») u EWCA) 
Argyris 元 OCR u € WCO) 
RQC8 元 Olh) u, E W: (Q) 
Adini 元 Olh) u, E W°” (Q) 
RQC12 元 оф) У 
В-Е-5 元 O(h?) u, € Wu о) 


在 一 般 情形 下 PiE o EGIS AER, |a 一 wllow,o。 的 估 

计 也 不 能 比 jw 一 ulano 高 一 阶 天 的 量 级 ， 因 为 对 任意 Fe L: 

С0),68.3.1) 的 解 # 不 属于 wl), оду, vfi& La), 
360, 


(8.3.1) 的 解 newl), В ul, ə < СЙ. 所 以 和 用 
Aubin-Nitsche 技巧 可 以 证 明 ,对 ТОС 9 元，Adini 元 ，RQC 12 
元 等 ， \ 

> || D'u, 一 sillon a 


181<1 
是 O(P) 量 级 .对 ТОС 6 元 也 有 相同 的 结论 
另外 ,由 紧 致 性 定理 ,可 以 得 到 有 限 元 解 的 L At, 
定理 8.3.4 $ ¿= 2, W Н.У, ДЕ 


limllm 一 ullao = 0, 
证 明 由 定理 7.1.3 得 


[в 一 иб llo, 0 < inf (|1 一 Y|. .o + lles 一 ||... o) 
орй 


< С inf СО» 一 villo, + lvs 一 usl2,2.0) 
veh? 
< С inf (|z 一 о1о + |а 一 valaa 


w 
PE 


十 |е 一 so |+, o); 
定理 7.1.1 和 定理 8.3.1 给 出 定理 的 结论 。 证 毕 。 


$8.4 定常 Stokes 方程 的 有 限 元 方法 


定常 Stokes 问题 有 儿 种 描述 形式 ,如 本 原 方程 , 流 函数 方程 
等 。 在 二 维 情形 (s 一 2)， 引 进 流 函 数 可 以 将 定常 Stokes 问题 
化 为 问题 (8.3.1) 的 形式 ， 所 以 第 三 节 的 讨论 适合 于 这 一 情形 。 本 
书 将 讨论 解 本 原 方 程 的 有 限 元 方法 
ЖОЖ R 中 的 有 界 区域 ，fE (ZX9))"。 定 常 Stokes 方程 
的 齐 次 Dirichlet DARRE: R ú 一 (ay 7D HET PE 
一 2Az + Vp = f, 在 9 内 ， 
У:и= 0, ЖОН, (8.4.1) 


ulao = 0, 


e 861 ° 


其 中 


; 
У = (ðn), V + = >) дш, 
| <= 


"是 正常 数 , 称 为 粘性 常数 。 s 称 为 流体 的 速度 , p 是 流体 的 压力 。 


定义 L'(Q) 的 闭 子 空间 


109) = (41461709), | gde = 0), 


Ve, € (L(A), Vq € L(a), 定义 
Ме 


ll. (С: ёш) ， 


alv, w) = H| vi dx 


ijet 9 
A 

М7 + р == > viis 
i=1 


fv) = S| ае, 
Ь(,,9) = К: ° айх, 
E (8.4. 1289586 =k, JE: 
lu, p) € Ùa" х LiCQ), 


(8.4.2) 


(8.4.3) 


(8.4.4) 


(8.4.5) 


valu, v) — blv, р) = fy) Мо € OUO)", (8.4.6) 


blu,9) = 0, Vq € LIQ), 


关于 问题 (48.4.6) 的 解 的 存在 唯一 性 ,有 下 述 定 理 ， 


定理 8.4.1 谈 Q 是 凸 的 并 具有 Lipschitz 连续 的 边界 , 则 存 


在 正常 数 Sob, 使 得 


alv, v) = šle. Ve € (ўъ(оуу", 


(8.4.7) 


sup BD рар, має) (8.4.8) 


озь (Из пуз lolio 
成 立 。 从 而 问题 Ye) RAR, 
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未 等 式 (8.4.7) 就 是 Doincare-Friedrichs 不 等 式 ,《8.4.8) 的 证 
明 参 见 152 ,64,65]。 在 这 一 不 等 式 成 立时 ，Brezzi 理论 说 明 问 题 
(8.46) VI ECL у)” 都 有 唯一 解 。 

接 下 来 讨论 问题 (8.4.6) 的 有 限 元 方法 。 设 9 是 多 胞 形 域 。 记 
И, = Qp)", R M, 是 100) 中 的 有 限 维 子 空间 , 例如 分 片 多 
项 式 构成 的 空间 ， 则 问题 (8.4.6) 的 有 限 元 方法 是 

Gop.) € V, X Mrs 
»д(иьурь) — blurs pa) = Кок), Ve, €e Vi, (8.4.9) 
bCua) = 0, Vq, € Mre 
H Brezzi 理论 和 定理 7.1.5 得 知 ，H, 成 立时 ,问题 (8.4.9) 唯 一 可 
解 的 充分 条 件 是 


а= inf sup -eng > (8.4.10) 


oases oroaers aloz olaia 
在 上 式 成 立时 ,我 们 来 讨论 (8.4.9) 解 的 收敛 性 和 误差 估计 。 首 先 
证 明 一 个 引 理 ， 
引 理 8.4.1 设 (8.4.10) 式 成 立 ， 则 存在 线性 投影 算 子 Pi: 
L) -> V;， 使 得 下 述 关 系 式 成 立 ; 
Роа = yey Vos € Т, (8.4.11) 
IP; ell; a < CU + alelos Ve € (L'O), (8.4. 12) 
le — P wlio < C(++ a’) inf [> — vallos 
ve € (L7) )", (8.4.13) 
ЬСо,4) = BCP ,о,4), Yv € CLOY)", 9e Mi, (8.4.14) 
证 明 记 A,:CL'2(Q))'— V,, ÅA LO) M, 是 正 交 投 
МИТ, V* LICO) —> LO) 是 满足 下 式 的 算 子 : 
Ү(о,9) є CL) x LA), 


(У*4,0).0 = (0,9), (8.4.15) 
Hh Ceha 是 〈L22))” 的 内 积 。 由 (8.4.10) 式 得 
JA,V*q|. o 2 a,||ql..a Yq € M,, (8.4.16) 


所 以 A,V*: M, > AV*+M, Ha 记 其 逆 为 Е, E, 的 伴随 
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算 子 为 Et, BÚ E,:A,S*M,-> M, El: М, AVM, 满足 
E,A,V*q = 9, V9 € Му, 
вни = (ә, Ед „о, V Wasgar) € VM, X Mre 
(8.4.17) 
由 (8.4.16) 式 得 
18а a Еа < azt, (84.18) 


sup 
сема lqlloso  еллу*мь yl, 
Ve € (LQO))", & 
Pav = ЕЛУ • v + Ло — ErAv* Ae, (8.4.19) 
由 (8.4.15) 一 (8.4.19) 式 不 难 验 证 Р, 满足 (3.4.11) 一 (8.4.13) 式 ， 
最 后 验证 (8.1.14) 式 , 设 v € (L12(Q))",2 € Му. W 
DCP awg) = (V*g,Piv),o == (V*q, EYAL + vho 
+ Су*4, Лр) о — Су*4,ЕЎЛ,У • Ay). (8.4.20) 
注意 ЕЛ, Ve EV，， 所 以 由 (8.4.17) 给 出 
(V*q,E1A,V + 0) о = CA,V*q,ETA,V • s). 


= | a 90,  ф)ах 


= [av * p)dx = [av ° vdx = b(v,q), 


(V*q,EY*À, Y • Лур) о = bArr, q) = (*q, Ло) о. 
因此 (0,4) = DCP awg). ER. 

记 Й, = (els € Va, bo, g) = 0,Vq € Mi}, 我 们 给 出 (8.4.9) 
的 误差 估计 。 

引 理 8.4.2 设 H 对 0 一 2 成立， 若 (8.4.10) 式 成 立 ， 则 当 
(и, р), (ua p.) 分 别 是 (8.4.6) 和 (8.4.9) 的 解 时 ,下 述 估计 


lx — аа c + H) inf fu — valia 
ч а VEVA 


+ inf [р 一 4.110,2,0 
hEME 


+ sup 11698) раби, w) + bwr L}, (8.4.21) 


С ДЕУ 
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|p — Р.о < С (1 + Ly inf [р — 410,20 
Ok qa Mg 


+ inf [а = йш 


=, 21221 | 
+ sup Liwa) 一 valu, w) + blwy }, (8.4.22) 
Osea € д walizo 
对 足够 小 的 成立. 


证 明 {д v, = Рун 一 ws， 由 定理 7.1.5 得 
l]; < Cval ws, w) 
= Cílva(u — Риши) + Ко) 一 val(n, ws)}. 
Vq, € Mpb Cwag) = BCP pu — иу) 
= b(u,q,) — buzg) = 0, 
所 以 o, 6 Ў, 进而 
lwslino < С{>|вби 一 Ри, оь) + inf [bwssp — 4Ю\ 


+ [Кю,) 一 valu, w) + bwp)? 
< C {||u 一 Р pallio! walho + inf le 一 9.10.2. ol sw 2,0 
Mh 


+ |000) 一 valu,w,) + bw p)| h 
不 妨 设 |o, = 0, EH 
llu 一 и |... < u 一 P ul,,,0 + walo 
及 (8.4.13) 式 推出 (8.4.21) 式 成 立 。 
Vg, € M;,《8.4.10) 式 给 出 
lla; — palloz,o < a3" sup lrg 一 名) 外， 
"h€ VA о, һ„»,о 
[2Соа›9 — рь) = |8бә»,4ь»—— p) + (о, p) 一 (оьр) 
= (bog — р) + b(s,, p) + оь) — valust) 
= |b(s,,%, — р) + valu — usv) + EC) Arp) | 
— valusva l < ССр glozo 
+ lu — в.а) + Iio) 
+ bloss p) — valu,v,)l. 
利用 (8.4.21) 式 和 三 角 不 等 式 推 出 (8.4.22) 式 ,证 毕 . 
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如 果 infa, > 0 则 称 (V,,M,Y 满足 BB 条 件 。 对 于 Stokes 方 
程 组 的 有 限 元 方法 (8 4 9) ,我 们 给 出 基本 假设 SH:1) Но =2 
成 立 , 且 存在 整数 r 之 1 使 得 УЕ 通过 《zr, 一 1) 阶 强 F-E 检 
验 ;2) 不 等 式 (8.4.10) 成 立 ;3) 存 在 整数 7s 之 1 使 得 Vq € (0) 
NLA), A 
a 16 一 98.e < СА" |4], о. (8.4.23) 
我 们 在 SH 成 立 下 ,给 问题 (8.4.9) 解 的 收敛 性 和 误 和 次 估计 。 
定理 8.4.2 假设 SH RY, W ink ВВ 条 件 成 立 ， 则 当 
(и, р), Сиһ» 分 别 是 问题 (8.4.6) 和 (8.4.9) 的 解 时 ， 
lim(llu 一 udho + Цр рь.) = 0; 
2) 存 在 与 h,u, p 无 关 的 常数 C， 当 Cu, р) E (WFC) xW” 
(0) 时 有 
llu — иһ, С iO: + 1)> brilw| ,ti.2,0 


i=] 


+ D ilolo (8.4.24) 
i=3 


lp — prho o < С f(a + 1\1. > ВЗ || wa 

Uk Ok imi 

3 
+ ( + уу; кро (8.4.25) 
тт 
其 中 
7 mmazfr, 十 1 一 max ra 
ETET] 3=&р< 


证 明 当 SH 成 立时 ， 


lim inf [а 一 valiza = 0, 
h> vpe 


由 (8.4 23) 推 得 
lim ,nf lp— diloro "= 0, 
MARHE Е R 
Ко) = Ко) — ar) + bsp), Ve є ( L'2(Q))" 
06+ 


满足 Ko = 0,Ve Є ÙA) HEE 7.1.2 可 知 (a, 
V,} 是 弱 闭 的 ,由 引 理 8.1.2 推 得 
lim HO 6, 


2 1123 2,0 
由 引 理 8.4.2 证 得 定理 的 结论 1). 

利用 引 理 8.4.2 的 估计 及 定理 8.2.3 的 证 明 方 法 可 证 得 定理 的 
结论 2) бу, Ш, 

由 上 面 的 讨论 可 以 看 出 ， 有 限 元 方法 的 解 收 化 的 关键 条 件 之 
一 是 不 等 式 (8.4.10)。 找 出 满足 这 一 不 等 式 的 单元 是 不 易 的 ,验证 
BB 条 件 就 更 困难 一 些 。 由 误差 估计 可 以 看 出 ，V。 和 М, 好 一 
AREE V, 若是 取 分 片 (>1) 次 多 项 式 , M, 最 好 取 (一 1) 
次 多 项 式 。 对 于 这 样 的 取 法 , 要 验证 BB 条 件 成 立 是 需要 一 定 的 
技巧 的 。 下面 我 们 给 出 两 个 满足 BB 条 件 的 例子 ， 更 多 的 例子 请 
谈 者 查阅 [2,41,52,55]。 设 z = 2, 

例 8.4.1 wi 取 第 五 章 的 SLNI ж, М, = {qig € LQ), 
qlz EPK), YK € K,). 

例 8.4.2 W! 取 RQC4 Z, M, НЙ 8.4.1, 

可 以 验证 这 两 个 例子 满足 SH。 以 例 8.4.2 为 例 验证 。 在 
RQC4 元 中 的 Пе, Пок 中 ,将 节点 参数 的 函数 值 wei) 改 成 "在 
该 边 的 积分 平均 值 ,这 样 构 造 有 限 元 空 WO) 与 RQC 4 元 的 
一 致 ， 而 且 使 得 H, 当 = 2 时 成 立 ， 同 时 存在 与 4h 无 关 的 常数 
C 使 得 

Molla. < Cllwilho, Ую ERa) (8.4.26) 
Vq € MiCCL3(Q)， 不 等 式 (8.4.8) 推 得 ,存在 vea) 满足 
H туь (8.4.27) 
je 由 ,2 < С lq |l, o, 
УКЄК,, Horr: 在 天 的 每 边 上 的 积分 平均 值 与 在 该 边 上 的 积 
分 平均 值 相 等 ， 所 以 


| qV » vdr = | gv • Nds 
K Jok 


e 967 ， 


` 2 
_ | У) qlloerviNids = Í q • П\уоах, (8.4.28) 
әк #=1 K 


其 中 Шо = (Mive Mho). ЖПП 
_ L229) < с 5694) сс (130,4) 
14 1,2,0 ile l|, а [ПЛ 


所 以 ВВ 条 件 成 立 ， 


gllo,2,0 


$8.5 弹性 力学 方程 组 的 有 限 元 方法 


ЖОЖ К" 中 的 有 界 域 。 Мо = (vitev) € (W!2(Q))>", 
定义 


ej(v) = (0) = > (9,0 + Ow) 1 < i,j < n. 


ООЛ (>) ЖО) + 266;(0), 1 < i, < n, 

(8.5.1) 
其 中 4,p 是 正常 数 ,力学 上 称 为 Lam 常数 , 称 v ENM, Eis 
сз 是 相应 于 位 移 o 的 应 变 分 量 和 应力 分 量 ， 设 f€E 《LXQ))", 则 
线性 弹性 力学 方程 组 的 齐 次 Dirichlet 问题 可 描述 如 下 : Ж <€ 
(W) 满足 


一 之 djs; (u) = fal Si < n, ТЕО, (8.5.2) 
ulao 一 0, 


对 于 e€ CL12(Q))", ж X 


1 А z: 。 ， 
вз) = iw) 一 7609 + wlija, 


alw) = olw) = А (> ТӨ) Sj +2.,(00),1<1,] < n. 


(8.5.3) 
KEH wea), 68.5.3) (8.5.1), Ул, € 


“368。 


(оуу, EX 


а(р,ш) 一 >|, (0) (0), (8.5.4) 
Кә) = [5 fividx, (8.5.5) 
则 间 题 《8.5.2) 的 弱 形 式 是 


u € Wr oN,au,r) = Ко), Ve € Wa)", (8.5.6) 
不 难 验证 a(',*) 是 Y 上 的 对 称 双 线性 连续 泛 水 。 关 
于 aC) O OHY RRR, AFE Kon 不 等 式 得 
到 | 
Ve € (бауу, [© »,о < Сабо»), (8.5.7) 
由 此 和 Lax-Milgram 引 理 立即 可 得 问题 (8.5.6) 的 唯一 可 解 性 . 
不 等 式 (8.5.7) 的 证 明 可 参见 [33] 或 [51]， 
现在 设 0 是 有 界 多 胞 形 域 ,问题 (8.5.2) 的 有 限 元 方法 是 
t, € Сй)", аби», vs) - Ко), Уо, € Сй)". (8.5.8) 
问题 (8.5.8) 的 唯一 可 解 性 及 收敛 性 的 讨论 用 前 几 节 的 方法 处 理 有 
一 定 的 困难 ,因为 到 目前 为 止 , 下 述 广 义 Korn 不 等 式 
{Їй < Calor) Ve, € ОЎ)", (8.5.9) 
是 否 成 立 没有 得 以 证 实 。 即 使 H, 成 立 ,也 不 一 定 得 到 (8.5.9) , 例 
如 SLN1 元 就 不 满足 (8.5.9) 式 ， 所 以 对 前 几 节 的 方法 要 做 一 些 
修改 ， 首先 要 修改 的 是 关于 Ук 的 基本 假设 H. 
VKE Ж, 设 М... == Np; Wv E (С\(К)у)", i 记 Dv 
По, ТЕ № 的 基 (рик, 1< =< L.) ТЛ rw), 
定义 ` 


Telo) = (Tae) ta ТОЛОН 


Үә”, ++, „уут, (8.5.10) 
prlu) = (Ф100), +, PETT, 
则 由 (5.3.5) 式 可 得 
ARYr(v) == ОЁфк(ә), (8.5.11) 


其 中 既是 对 称 正定 阵 ， 
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关于 у 的 基本 假设 改 为 下 述 站 :1) Эх 具有 仿 射 连续 性 ， 
АКАР, EE (o 一 2) 且 通 过 (7, 一 1) 阶 强 Е-Е 检验 
(z. 2 1); 2) VK € X, Ok RIRE nM, — n(n + 1)/2;3) YK, 
KEX, 若是 К, К, BAE (s 一 1 维 表 面 ， 则 Vw € 
(CK UK)", Hszae|s 和 Dar zl 都 属于 CO) BEDE 
F 上 的 两 点 相等 。 

2) 伊 然 是 单元 秩 条 件 ,因为 对 于 弹性 体 ， 刚 体位 移 (使 s0) 
一 0 的 位 移 v》 的 个 数 是 


nt D. 


条 件 3) 的 目的 是 : 4 we(C(K UK:))” 是 刚体 位 移 时 ， 要 使 
Пэк, |в = Horw: lrs (i 一 1,2,-…,#)。， 所 以 这 一 要 求 可 以 加 以 
修改 ， 当 BÑ, 成 立时 ,有 下 述 结论 。 
定理 8.5-1 设 站 成立, 则 问题 (8.5.8) 有 唯一 解 u H jn 
题 (8.5.2) 的 解 <€ (WA 时 ,有 
> e) 一 ЕС) 1,2. +e: 一 СӨГҮҮ 


< С Ули |да, (8.5.12) 
#— ЖЖ Q EBE s= 0,9 < 3, ДД не WOD 时 ,有 


s 4 
> |а; 一 (ws Do,2,0 < С >) AH |u lynas (8.5. 13) 
1 


imi r= 


其 中 


2 2 
y= max ntl, EIEREN. = > | Л ЕЗ 
«іся í 
i=1 


”这 一 定理 说 明 弹 性 力学 方程 组 的 有 限 元 解 ws 一 般 只 在 能 量 模 
的 意义 下 得 到 收敛 性 。 що, 一 0，z< 委 3 时 ， Ж иЄ 
《CW"”(2))*， 则 由 不 等 式 (8.5.13) 和 (7.2.1) 可 得 

>; >; D'u; 一 D° Си, illo, о, 
ә Ві 
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+ 
«С ница. (3.5.14) 


ím1 


为 了 证 明定 理 8.5.1, 先 要 建立 与 引 理 7.1.3 类 似 结果 。 
引 理 8.5.1 设 Ë, 成 立 , 则 Va é 【1,00], FES F,K,h Ж. 
关 的 常数 C 使 得 不 等 式 


> 19,050; + Әй а, „„к 


i j=1 


< c У) 109 + Hoi, xo (8.5.15) 


‚йез 


# 
УП ;— Пәк; {әк 


і= 1 


ГЕ в 
< св У) Higo + Пи, sx. (8.5.16) 


i j=} 


Ve E€ (CHIK))", YK € Kai, Yh € (0, 1) 一 致 成 立 ;个 等 式 


> llak wi 一 Tora s.r 
іе] 


а | | 
< сь У) (е wit Пя o, ок, 


+ (agw + По Цо, ак, (8.5.17) 
Vw € ССК, 0К,))" RI, 这 里 F = KAK, 是 K， 中 的 单元 
K, 和 K, 的 共 公 (п 一 1) 维 表面 , 当 FCƏOQn K, E K, 的 
(n 一 1) 维 表面 对, 取 Kc К" — 0, 
这 一 引 理 的 证 明 与 引 理 7.1.3 的 证 明 几 乎 一 样 ,只 是 单元 雁 条 
件 换 了 。 请 读者 自行 给 出 证 明 ,或 者 见 文 [34]。 
EX LO) 上 的 一 个 半 范 lele 如下: 
[о |2 = alv, v), Yv € ( L'2(Q2), (8.5.18) 
由 不 等 式 (8.5.7),| :|s ж ОЎЧо)) 上 的 范 数 ， 当 А, У, 
еа ХЕ СИ)" ЕН, ц me ОЙ)” 时 ,存在 v€ Cca), 


“Зл ° 


РФ», | ao 一 0， |8] = 1,; = 1,...,n, 使 得 (va); = Tv. 车 [vale 
=0, W По; + Поу = 0, 1<1, ISe, КЄК,, BSA 
(8.5.15) ~ (8.5.17) По; |әк 一 Marv: Ə,IIku; + 0,000; = 0, 进 
而 Dle == 0, 1<i=<n, 16| = 2, 由 不 等 式 (8.5.17) 可 知 
Hyv; € CCQ), FA Що, 在 G 上 是 一 个 一 次 多 项 式 , 由 Пр, [во 
一 0 得 Пір, 一 0， 这 样 就 证 明了 

引 理 8.5.2 设 Н, 成 立 , 则 1-1. Æ O 上 的 范 数 ,于 是 
问题 (8.5.8) 有 唯一 解 ， 

利用 定理 8.1.2 的 证 明 方 法 可 得 下 述 结论 ，。 

5i 8.5.3 ЖН, 成 立 , 则 


pz 一 mlz<c1 inf |u —v,|z 


е)" 
+ sup ше) — Kel }. (8.5.19) 
оз єр” [9,15 


现在 给 出 定理 8.5.1 的 证 明 . 设 к Є (И 200)", 由 引 理 7.1.1 
和 引 理 7.1.2 得 | 


3 
inf |u — vl < C Ў |а|, ао (8.5.20) 


vi (BE) i=1 


利用 引 理 8.5.1 和 定理 8.2.3 的 证 明 方 法 得 


4 
Vo, € ОЎ%)*, [а(н оь) — Ко) < С У) В| и |, о|®ь|к. 
гез 


(8.5.21) 
综合 (8.5.19) 一 (8.5.21) 得 


4 
[и — s, |£ < С > КИЕНҮ (8.5.22) 


由 аС-,.) 的 定义 可 知 
аби = ии — u) 2 C У) leu) 一 еби)» 
ija 
所 以 
“377， 


h ` = оле, 


>; ls; C) СОР 5 b'i|s|;, aao 


f (8.5.23) 

由 此 可 得 (8.5.12) 式 。 利 用 Aubin-Nitsche 技巧 可 证 得 (8.5.13) 
式 。 定 理 8.5.1 得 证 。 | 

本 章 讨论 的 均 是 线性 定常 微分 方程 的 齐 次 Dirichlet 边 值 问 
题 ,对 于 非 齐 次 Dirichlet 边 值 问题 ，Neumann 边 值 问题 及 其 它 
边 值 问题 ， 也 可 以 得 到 相同 的 结论 。 有 限 元 方法 在 许多 领域 取得 
了 成 功 ,在 本 书 未 涉及 的 问题 ， 例 如 抛物 和 双 曲 型 微分 方程 , 非 线 
性 微分 方程 等 等 ， 都 可 以 应 用 本 书 给 出 的 有 限 元 空间 及 其 基本 性 
质 ,关于 这 些 工 作 可 查阅 相应 的 文献 。 

另外 ,对 于 同一 个 微分 方程 边 值 问题 ,例如 问题 8.2.1, 还 有 不 
同 于 问题 8.2.7 的 有 限 元 方法 ， 漫 合 有 限 元 方法 ， 位 移 杂 交 元 方 
法 ,广义 杂交 应 力 元 方法 等 ， 本 书 未 对 它们 进行 介绍 。 其 中 位 移 
杂交 元 方法 可 以 转化 成 问题 8.2.7 的 形式 ， 其 它 方法 已 把 问题 
8.2.1 转化 另外 形式 的 方程 组 , 所 得 到 弱 解 形式 的 变 分 问题 形 局 问 
题 8.1.17, 对 此 类 问题 也 可 应 用 本 书 给 出 的 有 限 元 空间 。 此 外 ,在 
一 定 条 件 下 ,它们 可 化 为 问题 8.2.7 EA, 详细 内 容 可 见 相应 
的 文献 。 
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